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IZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTÖRVÉNYE ÉS SPECIÁLIS ESETEI 
(∋(n )éter � ∗sszonyi +sa,a) 

BEVEZETÉS  ���������������������������������� 

1. AZ ANYAGTÖRVÉNY TERMODINAMIKAI ALAPJAI  ������������������... 
 A termodinamika másodi! ∀õ#∃#%&e  ����������������������... 
 Melyek a fajlagos (t∋(%)%)∗s∃)+% ,−#ó. %/#+ó0ia 1á&#ozói2  �������������. 
 Feltev∃s  �����������������������..���������� 

 A belsõ di/a(i!ai 1á&#ozó!  �������������������������... 
 A ! (−) a k∃0&∃!%/∗s∃)i 3a#á+∀%&#∃#%&  ���������������������... 
 A rugalmas ∃s !∃0&∃!%/∗ a&a!1á&#ozás  ���������������������.. 
 Egyik lehetõs∃)  ������������������������������. 
 Mási! &%3%#õs∃)  ������������������������������. 

2. A MUNKA ALAP4 HATÁR6ELTÉTELEK  ����������������������� 

 A k∃0&∃!%/∗s∃)i 3a#á+  ���������������������������... 
  A maximá&is #o+z−&ási d%∀o+(á7iós munka elve    ���������������.. 
 T∋!∃&%#%s%/ !i∀%,&õd∋## !∃0&∃!%/∗ zó/a  ��������������������� 

  A maximá&is +−)a&(as #∃+∀o)a#i (−/!a %&1%  �����������������. 

  A maximá&is #∃+∀o)a#i d%∀o+(á7iós (−/!a %&1%  ���������������� 

  A maximá&is #∃+∀o)a#i disszi0á7iós munka elve  ����������������. 

      A t∋/!+%(%/%#%&i 3a#á+  ���������������������������.. 
 A maximá&is #o+z−&ási disszi0á7iós (−/!a %&1%  ����������������. 

3. AZ ANYAGTÖRVÉNY LEVE8ETÉSÉNEK ALAP9AI  �������������������. 
4. AZ ANYAGTÖRVÉNY EGYENS4LYI ÁLLAPOTBAN  ������������������... 
 Á&#a&á/osa/  �������������������������������� 

 Rugalmas á&&a0o#  �����������������������������... 
 K∃0&∃!%/∗ á&&a0o#  �����������������������������.. 
 Az anyagá&&a/dó! #%(odi/a(i!ai ∋ssz%∀:))∃s%  �����������������... 
 Rugalmas-k∃0&∃!%/∗ á&&a0o#  �������������������������. 

6. AZ ANYAGTÖRVÉNY T4L AZ EGYENS4LYI ÁLLAPOTON  ����������������. 
 A k:&∋/;∋zõ d%∀o+(á7ió!  ��������������������������. 
 Az anyagt∋+1∃/∗ %)∗%#&%/ d%∀o+(á7ió1a&  ��������������������. 

7. REOL<GIAI ANYAGMO=ELLEK ALKALMAZÁSA MAGYARORSZÁGON  �����������. 
 Elsõ � csupá/ +−)a&(as � modell [1967]  ��������������������.. 
 Másodi! � rugalmas-k∃0&∃!%/∗ � modell [1973]  �����������������. 
 Harmadik � csupá/ +−)a&(as � modell [1983]  ������������������. 
 Termodinamikai alapok  ��������������������������� 

 Negyedik � csupá/ +−)a&(as � modell [2006]  ������������������. 
 Ö#∋di! � rugalmas-k∃0&∃!%/∗ � modell [2007]  ������������������. 
 Hatodik � rugalmas-k∃0&∃!%/∗ � modell [2008]  �����������������... 
IRODALOM  ����������������������������������. 
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REOL<GIAI ALAPMO=ELLEK ÉS ÖSS8EKAPCSOLÁS5K 
(∗sszonyi +sa,a � ./lö& 0am(s � ∋(n )éter � Szarka 1olt(n � 2or3(th Ró,ert) 

1. BEVEZETÉS  ��������������������������������� 

 1.1. Rugalmas á&&a0o#  ����������������������������� 

 1.2. K∃0&∃!%/∗ á&&a0o#  ����������������������������.. 
 1.3. Az anyagt∋+1∃/∗ 1á&#ozói  �������������������������.. 
 1.4. Termodinamikai egyenlõ#&%/s∃)%! � az anyagt∋+1∃/∗ szá+(az#a#ása  ��������.. 

2. ALAP- (VAGY EGYELEMÛ) MODELLEK  ����������������������... 
  (A) Ideá&is +−)ó  ������������������������������� 

  (B) Ideá&isa/ 1isz!óz−s %&%(  �������������������������... 
  (C) Ideá&is #%3%#%#&%/s∃)i %&%(  �������������������������. 
  (D) Ideá&is !∃0&∃!%/∗s∃)i %&%(  ������������������������� 

  Soros kapcsolás/á& >?~SV]  ������������������������... 
  Pá+3−za(os !a07so&ás/á& >?||SV]  ���������������������� 

 Há+o( %&%(%s !a07so&ás/á& >?~ (H||SV)]  ������������������� 

3. KÉT ELEM ÖSS8EKAPCSOLÁSÁVAL ALKOTOTT MO=ELLEK  ��������������� 

  (E) KELVIN test  �������������������������������.. 
  (F) MAXWELL test  ������������������������������.. 

4. HÁROM ELEM ÖSS8EKAPCSOLÁSÁVAL ALKOTOTT MODELLEK  �������������.. 
 (G) POYNTING-THOMSON (vagy standard) test  ��������������������. 

(H) Tehetetlens∃)i 1isz!óz−s ≅MaΑΒ%&&. #%s#  �������������������... 

5. NÉGY ELEM ÖSS8EKAPCSOLÁSÁVAL ALKOTOTT MO=ELLEK  ��������������. 
  (I) Tehetetlens∃)i s#a/da+d #%s#  ������������������������� 

  (J) BURGERS-modell  �����������������������������.. 

6. A RUGALMASSÁGTANI MO=ELLEK ÖSS8E6OGLALÁSA  ����������������... 
  A rugalmas-relaxá7iós test  �������������������������. 

7. RUGALMASSÁGTANI MO=ELLEK VERHÁS-ELEMMEL  �����������������. 
8. NÉGYNÉL TÖΧΧ ELEM ÖSSZEKAPCSOLÁSÁVAL ALKOTOTT MODELLEK  ����������.. 
 (L) Ö#0a+a(∃#%+%s #%3%#%#&%/s∃)i s#a/da+d (od%&&  ������������������ 

9. KÉPLÉKENY ÁLLAPOT  ����������������������������� 

 Az anyagt∋+1∃/∗ a VERHÁS-elem n∃&!:&  �������������������... 
 Az anyagt∋+1∃/∗ a VERHÁS-elem felhaszná&ásá1a&  ���������������.. 

10. AZ IDÕ6ÜGGÉS  �������������������������������. 
11. AZ EGYSÉGES ANYAGTÖRVÉNY  ������������������������... 
IRODALOM  ����������������������������������. 
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REOL<GIAI ELEMKAPCSOLÁSOK 
(./lö& 0am(s) 

1. BEVEZETÉS  ������������������������������... 
2. AZ EREDMÉNYEK  ������������������������������... 
 2.1. Jel∋&∃s%!Ε %&/%1%z∃s%!  ��������������������������� 

 2.2. K∃# (od%&& 0á+3−za(os ∃s so+os !a07so&ásá/a! %+%dõ %)∗%/lete  ����������. 

  2.2.1. ! " ! ""#"# 4#)∗
~

||
~

##  eredõ %)∗%/&%#%  ���������������... 

  2.2.2. ! " ! ""#"# 4
5

#5)
5

∗ ##  eredõ %)∗%/&%#%  ��������������... 

 2.3. A rugó!;ó&Ε o&a,∀∃!%!;õ& ∃s #%3%#%#&%/s∃)i %&%(%!;õ& ∃0Φ#3%#õ ∋ssz%s &%)∀%&,%;; 

 n∃)∗%&%(%s !a0csolás ∃s %+%dõ %)∗%/&%#%  �������������������. 
  2.3.1. Egyelemesek  ���������������������������. 
  2.3.2. K∃#%&%(%s%!  ���������������������������. 
  2.3.3. Há+o(%&%(%s%!  �������������������������� 

  2.3.4. N∃)∗%&%(%s%!  ��������������������������.. 
 2.4. Rugó!Ε o&a,∀∃!%! ∃s #%3%#%#&%/s∃)i %&%(%! #%3%#%#&%/s∃)i s#a/da+d (od%&&+% 1%z%#õ 
  n∃)∗%&%(û !a07so&ásai/a! /∃3á/∗ ,%&&%(zõ,%  �����������������.. 
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  2.4.1. Az (50) kapcsolásΗ ! "$ % 4321 $$ 66+566+   ���������������� 

  2.4.2. Az (52) kapcsolásΗ ! "$ % 4321 +66566+ $$   ���������������. 

  2.4.3. A (70) kapcsolásΗ ! "$ % 4321 +665M66 $$   ���������������.. 

  2.4.4. A (76) kapcsolásΗ ! " 4321 $$ 66+665+   ����������������... 

  2.4.5. A (82) kapcsolásΗ ! " 4321 $$ 66+66M5   ���������������� 

  2.4.6. A (85) kapcsolásΗ ! " ! "4321 $$ 66+566+   ���������������. 

 2.5. N∃3á/∗ /∃)∗/∃& #∋;; %&%(%s !a07so&ás 1iszo/∗a a #%3%#%#&%/s∃)i s#a/da+d (od%&&3%z  �� 

  2.5.1. ! "$ % ! "54321 $$ 66+5+665+   �������������������� 

  2.5.2. ! " ! " 54321 +66M5665+ $$  a $ 2 7+1 = M8 7$ 3 felt∃#%& (%&&%##  ������� 

  2.5.3. ! " ! "4321 +5+66+5+  k∃# á)a !∋z∃ 3Φd!∃/# !a07so&1a 5$   �������..... 

 2.6. Tehetetlens∃)i s#a/da+d (od%&&+% 1%z%#õ so+os ∃s 0á+3−za(os !a07so&áso! 7si&&a0Φ#ási 
 ∃s  #%3%#%#&%/s∃)i i/d%Α% á&#a&á/osan  ���������������������. 

3. AZ EREDMÉNYEK?E8 VE8ETÕ RÉS8LETES 4T  �������������������� 

3.1. Eljá+ás .-fajta reoló)iai %&%( ∋ssz%s &%3%#s∃)%sΕ &%)∀%&,%;; 9-elemû !a07so&ásá/a! 

 elõá&&Φ#ásá+a  ������������������������������.... 
3.2. Á&#a&á/os ∀o+(−&a +%oló)iai (od%&&%! so+os ∃s 0á+3−za(os !a07so&ásai/a! %+%dõ 
 egyenlet∃+%  �������������������������������. 
3.3. Szá(Φ#ó)∃0%s MARPLE-program .-fajta reoló)iai %&%( ∋ssz%sΕ &%)∀%&,%;; 9-elemû so+os 

 ∃s 0á+3−za(os !a07so&ásá/a! %&õá&&Φ#ásá+a ∃s %+%dõ %)∗%/&%#%i! kiszá(o&ásá+a  ����.. 
3.4. Rugó!Ε o&a,∀∃!%! ∃s #%3%#%#&%/s∃)i %&%(%! &%)∀%&,%;; /∃)∗%&%(û so+os ∃s 0á+3−za(os 

  kapcsolásai ∃s %+%dõ %)∗%/&%#%i!  ����������������������... 
3.5. Rugó!Ε o&a,∀∃!%! ∃s #%3%#%#&%/s∃)i %&%(%! #%3%#%#&%/s∃)i s#a/da+d (od%&&+% 1%zetõ 

  n∃)∗%&%(û !a07so&ásai/a! /∃3á/∗ ,%&&%(zõ,%  �����������������.. 
3.6. N∃3á/∗ /∃)∗/∃& #∋;; %&%(%s !a07so&ás 1iszo/∗a a #%3%#%#&%/s∃)i s#a/da+d (od%&&3%z  �� 

3.7. Tehetetlens∃)i s#a/da+d (od%&&+% 1%z%#õ so+os ∃s 0á+3−za(os !a07so&áso! 7si&&a0Φ#ási 
  ∃s tehetetlens∃)i i/d%Α% á&#a&á/osa/  ���������������������.. 

IRODALOM  ����������������������������������. 
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ANYAGOK MECHANIKAI TULAJDONSÁGAI A8 ANYAGTÖRVÉNY ALAP9ÁN 
(Szarka 1olt(n � ∗sszonyi +sa,a � ./lö& 0am(s) 

BEVEZETÉS  ���������������������������������� 

  Torzulási á&&a/dó!  ���������������������������.. 
  T∃+∀o)a#i á&&a/dó!  ���������������������������.. 

(a) Nincs rugalmas zó/a  ��������������������������.. 
(b)  Nincs t∋!∃&%#%s%/ !i∀%,&õd∋## !∃0&∃!%/∗ zó/a  ����������������� 

(c)  Nincs k∃0&∃!%/∗ á&&a0o# a #∋/!+%(%/%#%& %&õ##  ����������������.. 
(d) A k∃0&∃!%/∗ zó/a ∃s a #∋!∃&%#%s%/ !∃0&∃!%/∗ zó/a azo/os  �����������... 
(e) K∃0&∃!%/∗ d%∀o+(á7ió! má+ !%zd%##õ& ∀o)1a ,%&%/#!%z/%!  �����������... 

A) AZ ANYAGTULAJDONSÁGOK RUGALMAS ÁLLAPOTΧAN, AZ ANYAGEGYENLET MEGOLDÁSA 

 & = 0  ESETÉRE  ������������������������������... 
 A kiindulás  ������������������������������. 

1. DEFORMÁCI<VE8ÉRELT ESET  �������������������������� 

 A feladat matematikai megfogalmazása  �������������������. 
1.1.  Á&&a/dó d%∀o+(á7ió)∗o+s−&ás  �����������������������... 
1.2.  Á&&a/dó d%∀o+(á7iós%;%ss∃)  ������������������������. 
1.3.  Á&&a/dó d%∀o+(á7ió ≅+%&aΑá7ió.  ����������������������� 

 1.4.   A deformá7ió 0%+iodikusan vá&#ozi!  ��������������������� 

2.  TERHELÉSVE8ÉRELT ESET  ���������������������������. 
 A  feladat matematikai megfogalmazása  ������������������� 

2.1.  Á&&a/dó ∀%sz:&#s∃))∗o+s−&ás  ������������������������. 
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2.2.  A fesz:&#s∃) s%;%ss∃)% á&&a/dó  �����������������������. 
2.3.  A fesz:&#s∃) á&&a/dó  ���������������������������.. 
2.4.  TehermentesΦ#∃s (ásod∀o!Ι ∀%sz:&#s∃)7s∋!!%/#∃ss%&  ��������������... 
2.5.  Periodikus terhel∃s  ���������������������������� 

Az  %& :22 '   eset  �������������������.�������... 

Az  %& :22 #   eset  ��������������������������� 

Az  %& :22 (  eset  ���������������������������. 

B) AZ ANYAGTULAJDONSÁGOK KÉPLÉKENY ÁLLAPOTΧAN, AZ ANYAGEGYENLET MEGOLDÁSA  

 & = 1 ESETÉRE  ������������������������������� 

A kiindulás  ������������������������������. 
Vá&#ozás a !∃0&∃!%/∗s∃)i 3a#á+o/  ���������������������.. 
Á&&a/dó d%∀o+(á7ió)∗o+s−&ás  ����������������������� 

Á&&a/dó d%∀o+(á7iós%;%ss∃)   �����������������������. 
Á&&andó ∀%sz:&#s∃))∗o+s−&ás  �����������������������... 

Á&&a/dó ∀%sz:&#s∃)vá&#ozási s%;%ss∃)  ����������������... 
Á&&a/dó ∀%sz:&#s∃) ≅!Ιszás.  ������������������������ 

3. AZ ANYAGTÖRVÉNY EGYSÉGES KEZELÉSE  ���������������������. 
  Az idõ#∃/∗%zõ!  ����������������������������... 
3.1. A hossz- ∃s !%+%sz#i+á/∗Ι /∗Ι&áso! a+á/∗a %)∗#%/)%&∗û ∀%sz:&#s∃)á&&a0o#/á&  �����.. 

Egytengelyû ∀%sz:&#s∃)á&&a0o#  ����������������������� 

3.2. Vizsgá&a# a +−)a&(as a&a!1á&#ozáso! #a+#o(á/∗á;a/  ���������������. 
  A POYNTING-THOMSON-f∃&% s#a/da+d #%s#  �����������������..�... 

Az egyenletes terhel∃si s%;%ss∃) %s%#%  ����������������. 
  A lehets∃)%s %s%#%!  ���������������������������. 
  A tehetetlens∃)i POYNTING-THOMSON-test  ������������������� 

IRODALOM  ����������������������������������. 

FÜGGELÉK 1: ÁTTEKINTÉS A8 ELSÕRENDÛ ÉS MÁSO=REN=Û, LINEÁRIS, ÁLLAN=< EGYÜTT?AT<S 

 DIFFERENCIÁLEGYENLETEKRÕL  �������������������������.  

1. AZ ELSÕREN=Û, LINEÁRIS, ÁLLAN=< EGYÜTT?AT<S DIFFERENCIÁLEGYENLET  �������  

2. A MÁSO=REN=Û, LINEÁRIS, ÁLLAN=< EGYÜTT?AT<S =I66ERENCIÁLEGYENLET  ������.. 
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ELÕSZÓ 

 
 

 A kötetben található elõadások a MONTAVID RESEARCH GROUP keretében folytatott 

�Izotrop kontinuumok mechanikája� elnevezésû kutatási program elm!lt é∀i 

eredmén#einek egy részét foglalja össze∃1  A tanulmán#ok, a Nemzetközi 

Kõzetmechanikai %ársasá& ∋ISRM � INTERNATIONAL SOCIETY FOR ROCK MECHANICS) 

Magyar Nemzeti Bizottsá&a által szer∀ezett hazai kon(erenciájára kész)lt elõadások, 

amelyek logikai rendbe szerkesztve ker)ltek jelen kötetbe∃ Ez már a harmadik kön#∀ az 

é∀es kutatások beszámolójából∃ 

A kutatási program egyik fejezete az izotro& kontin∃∃mok ∋ltal∋nos 

anyagtör(ényének meghat∋roz∋sa izotermik∃s és a%ia)atik∃s folyamatok)an. Ez 

háromé∀i kutatás után a lezáráshoz közeledik∗ miután siker)lt a ru&almas és képléken#∗ 

valamint a kis és na&# de(ormációkra ér∀én#es (ormát me&találni∃ Azonban számos 

nyitott kérdés ∀an mé&∗ amel#ekre ezekben a kötetekben mindi& rámutatunk∗ mert 

amivel mi nem tudtunk megbirkózni∗ esetleg az olvasók boldogulnak, megtalálják a 

bizony+tott me&oldást∃ 

A kutatási pro&ram másik (ejezete az alak(∋ltoz∋si folyamatok sor∋n ∗elentkezõ 

%iszkontin∃it∋sok tanulmán#ozását célozta me&∗ a képléken#sé& kialakulásának és a 

tönkremenetelnek termodinamikai alapokon történõ � fenomenologikus � le+rását∃ −nnél 

a programnál bár ∀annak biztató jelek∗ azonban a teljes megoldáshoz nem siker)lt 

eljutni. A kapott eredmén#ekbõl e∀idensen kö∀etkezik∗ ho&# az a határ∗ ahol el∀álik 

egymástól a ru&almas és képléken# alak∀áltozás∗ ma&a sem lehet k+sérleti 

eredmén#ekbõl le∀onható matematikai össze()&&és∃ .z általános (izikai 

alaptör∀én#ekbõl kö∀etkeznie kell a képléken#sé&i és a tönkremeneteli határ(eltételnek∃ 

Vannak sejtéseink∗ de nincs döntõ bizon#+tékunk∃ Azt már tudjuk∗ mi minden nem lehet∃ 

Ezekbõl ∀alamit (el∀illantunk ebben a kötetben∗ (õle& azért∗ ho&# a témá∀al (o&lalkozók 

figyelmét ráirán#+tsuk a problémára∗ hátha õk me&találják a me&oldást∃ 

Az itt ismertetett kutatások természetszerûen nem lezártak∗ hanem számos !j 

lehetõsé&et mutatnak fel, amelyeket a kutatóknak érdemes szisztematikusan 

vé&i&∀izs&álni∗ u&#anis &#akorlati hatásuk szinte (elmérhetetlen∃ −zen az !ton mé& csak 

az elsõ lépéseknél tartunk, ezek mé&is me&ren&ették az anyagtulajdonsá&okról∗ 

                                                 
1
 A továbbiak a /érnök&eoló&ia-Kõzetmechanika Kiskön#∀tár 

�
 kötetében találhatók∃ 
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anyagállandókról ∀allott több é∀százados (el(o&ásunkat∃ ∋0sak példaként1 a me&szokott 

� egytengelyû (esz)ltsé&állapotból ∀ett � + rugalmassá&i modulus ∋YOUNG-modulus) 

eddigi hit)nkkel szemben � nem létezõ an#a&állandó∗ a !  POISSON-tén#ezõ pedi& nem-

csak, hogy nem anyagjellemzõ∗ hanem nem is állandó∗ stb∃2 

Az elsõ elõa%∋s össze(o&lalja az izotrop kontinuumok an#a&tör∀én#ének a 
termodinamika második (õtételébõl történõ le∀ezetését∃ Az alapul vett kiinduló (eltevé-

sek a kö∀etkezõk1 

1. A termodinamika második (õtételébõl ∋és ennek (ol#omán#ából1 az entrópianö∀ekedés 
elvébõl2 lehet me&határozni az an#a&tör∀én#t∃  

2. Az anyagtör∀én# csak azon ∀áltozók ()&&∀én#e lehet∗ amel#ek az entrópiát 
meghatározzák∃ .z entrópia háttérében ott ∀annak a dinamikai e&#enletek ∋a mérle&-

egyenletek), s az entrópia ∀áltozóit azok ∀áltoztatják∃ 

3. Az entrópia azon termodinamikai ∀áltozóknak a ()&&∀én#e∗ amel#ek értékét a 

dinamikai mérle&ek determinálják.  

4. Az entrópia csak azon ∀áltozók ()&&∀én#e lehet∗ amel#ek a mérle&ekben szerepelnek∃  

5. Az anyagtör∀én# is csak azon ∀áltozók ()&&∀én#e lehet∗ amel#ek a mérle&ekben 
szerepelnek. 

A vé&eredmén#: a rugalmas alakváltozásoktól a képléken# alak∀áltozásokon át a 

tönkremeneteli& ér∀én#es tehetetlenségi stan%ar% test, mint anyagtör∀én#. Ebbõl az a 

kö∀etkeztetés ∀onható le∗ ho&# mechanikai szempontból három alap∀etõ anyagi 

tulajdonsá& ∀an1 a ru&almas alak∀áltozás képessé&e ∋a ru&almassá&2, az alakváltozást 

gátolni i&#ek∀õ belsõ s!rlódás ∋a ∀iszkozitás2∗ továbbá az anyag belsõ tehetetlensé&e. 

 A m∋so%ik elõa%∋s kézikön#∀szerûen össze(o&lalja a reoló&ia elemi modelljeit és a 

belõl)k (elép+thetõ mechanikai testeket∃ −nnek eredményeként számos !j eredmén# 

adódik1 
 - az anyagtulajdonsá&oknál a csillap+tások mértéke∗ 
 - az anyagállandók ru&almas és képléken# tartomán#beli össze()&&ése∗ stb∃ 

A harma%ik elõa%∋s matematikai eljárást és szám+tó&épes módszert ad a reoló&iai 

elemek kapcsolásának elõáll+tására∗ a kapcsolások eredõ e&#enletének me&határozására∗ 

amellyel tetszõle&es bon#olultsá&! (eladat &#orsan megoldható∃ 

A negye%ik elõa%∋s megadja a tehetetlensé&i standard test an#a&e&#enletének 

(differenciále&#enletének2 k)lönbözõ szituációk melletti me&oldását. Ennek célja∗ ho&# 

- az anyagállandók me&határozására szol&áló mérések kiértékeléséhez a sz)ksé&es 

matematikai össze()&&ések rendelkezésre álljanak∗ 

- az anyagtulajdonsá&okat∗ az an#a&∀iselkedést jobban me&érts)k∗ s ezáltal a &#akorlati 

feladtok megoldásához ötletek∗ ökölszabál#ok le&#enek kialak+thatók∃ 

 3j eredmén# a ru&almas-képléken# határon történõ an#a&∀iselkedés (eltárása az !n∃ 

ugrás()&&∀én#ekkel, amelyek által az anyagvizsgálattal foglalkozók anélk)l tudják 
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meghatározni a képléken#sé&i határt∗ ho&# a próbatestet tehermentes+teni)k kellene∗ 

tehát adott esetben roncsolásos ∀izs&álattal is∃ Továbbá (o&lalkozik az elõadás a k)lön-

bözõ szituációkban esetle& (ellépõ rez&ésekkel∗ az an#a& saját reoló&iai rezgésszámá∀al∗ 

valamint a rezonanciá∀al∃ 

3jdonsá&nak szám+t, hogy általában csak az adott szerkezet sajátrezgésérõl szoktak 

beszélni∗ nem pedi& a szerkezeti anyagéról∗ ui∃ az eddi&i an#a&modelleknél nem vett)k 

figyelembe belsõ tehetetlensé&)ket, s +&# reoló&iai sajátrezgés)k sem volt kimutatható. 

 A kötet szerzõi ez!ton (ejezik ki õszinte tisztelettel köszönet)ket és hálájukat 

MATOLCSI TAM5S és B67. GYULA professzoroknak részletes és aprólékos észre∀ételei-

kért∗ a kötet anyagának lektorálása során tett értékes (i&#elemre méltó me&je&#zéseikért 

és átdol&ozásra tett ja∀aslataikért∃  

 

 

#∃%a&est∀ 200!, októ)er −., 

 

 

A SZERZÕ8 
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IZOTROP KONTINUUMOK ANYAGTÖRVÉNYE  

ÉS SPECIÁLIS ESETEI 

 
∋(n )éter 

KFKI RÉSZECSKE- ÉS MAGFIZIKAI KUTATÓINTÉZET, ELMÉLETI FIZIKA FÕOSZTÁLY, BUDAPEST 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

∗sszonyi +sa,a 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 

  

 ∗z elõa%(s összefoglal
−
a az izotro& kontin∃∃mok anyagtör.ényének a termo%inamika m(so-

%ik fõtételé,õl történõ le.ezetését/ 0zt egységes anyagtör.énynek ne.ezz1k∀ mert a %eform(ciók 

tel−es tartom(ny(n � a kicsitõl a nagyig, a r∃galmastól a ké&lékenyen (t a tönkremenetelig � 

egyar(nt ér.ényes/ Mi.el az anyagtör.ény le.ezetése sor(n csak (ltal(nos makroszkó&ik∃s ter-

mészettör.ényeket haszn(l∃nk fel � a termo%inamika m(so%ik fõtételét és az ala&mennyiségek 

mérlegeit �∀ ezért a ka&ott összef1ggés egy2ttal univerzális is lesz∀ azaz f1ggetlen az anyag 

mezo- és mikroszerkezetétõl/ 

 

 

1. BEVEZETÉS 

 

 [ASSZONYI�VÁN�SZARKA (2007)] könyvében levezeté∀#! ∃!#%l∋ a( i(o∋#)p kontinu-

umok mechanikai anyagtö#vény!∗ amely egysé+!∀!n é#vény!∀ ∃i∀ é∀ na+y ,!−o#.á/i)∃-

ra, reol)+iai é∀ ∃é0lé∃!ny∀é+i 1!l!nsé+!∃#!2  Mivel ez ö∋ ∃%lönáll) −!1!(!∋3!n � 2, 3, 4, 6 

é∀ 4 � ker%l∋ ∃i−!1∋é∀#!∗ !(é#∋ a ∃öv!∋∃!(õ∃3!n egysé+3! foglaljuk, é∀ !+y5∋∋al −i+y!l!.-

be vessz%∃ ∋ová33i ∃&∋a∋á∀ain∃ i,! vona∋∃o() !#!,.ény!i∋2  

 A hivatkozott anyagtö#vény termé∀(!∋!∀!n n!. a( !+y!∋l!n l!6!∋∀é+!∀∗ az irodalom-

ban szá.∋alan má∀i∃ � teljesen k%lön3ö(õ !lv!∃ ala01án ∃a0o∋∋ � anyagtö#vény ∋alál6a-

t). Viszont amennyiben a fizika alapvetõ ∋ö#vény!i ál∋al .!+!n+!,!∋∋ l!6!∋õ l!+ál∋alá-

nosabb é∀ l!+!+y∀(!#û33 −o#.á∋ ∃!#!∀∀%∃∗ a∃∃o# a( anya+∋ö#vény%n∃ é∀ ál∋alá3an a 

megkö(!l7∋ésm),&n∃ ∃i∋%n∋!∋!∋∋∗ .!#∋ /∀a∃ ál∋aláno∀ !lv!∃#! é07∋∃!(i∃∗ 7+y a( !lé#6!∋õ 

legnagyobb mé#∋ékben f%++!∋l!n a( anya+ #é∀(l!∋!∀ ∀(!#∃!(!∋é∋õl2 
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 Minden eddigi anyagtö#vény 1) ∃ö(!l7∋é∀∋ 1!l!n∋!∋∋ 3i(onyo∀ anya+o∃, bizonyos 

tulajdonsá+ai#a. Azonban az eddigi anyagegyenletek az esetek t5lnyo.) ∋ö33∀é+é3!n 

(vagy talán majdnem mindig) gyakorlati tapasztalatok ál∋aláno∀7∋á∀á3)l ∀(á#.a() ∀(&3-

jekt7v ∃on∀∋#&∃/i)∃ vol∋a∃2 Inn!n ∀(á#.a(na∃ a( !ln!v!(é∀!i∃ i∀∗ 0l2 6i0o!la∀(∋i∃&∀ 

anyagtö#vény∗ #ugalmas-viszk)(&∀ anyagtö#vény∗ ∀∋32 Rugalmas potenciál3)l é∀ ∃é0lé-

keny potenciá3)l l!v!(!∋!∋∋ ö∀∀(!−%++é∀!∃ i∀ a∃a,nak kö(∋%∃, mikö(3!n ! −o+almak fi-

zikai tartalma sem tisztá(),o∋∋ !,,i+21 

 Ebben az 7#á∀3an #á.&∋a∋&n∃ a##a∗ 6o+y a ∃%lön−él! !+y!,i 1!l!n∀é+!∃!∋ 6o+yan l!-

het a fizika alaptö#vény!inek seg7∋∀é+év!l (II. fõ∋é∋!l é∀ −olyo.ányai9, dedukt7v ∃öv!∋-

kezteté∀!∃ !#!,.ény!∃én∋ egysé+!∀ ∀(!.lél!∋∋!l .!+∃ö(!l7∋!ni2  :+y −o+ elõállni az az 

anyagtör.ény, amely a szilá#, ∋!∀∋!∃ ö∀∀(!∀ fenomenologikus mechanikai tulajdonsá+á∋ 

le7#1a2
 

! az alak.(ltoz(sok tetszõleges tartom(ny(n (kicsi é∀ na+y alakvál∋o(á∀o∃#a egyarán∋). 

Az anyagnak nincs ilyen elhatá#ol),á∀a, ui. nem tud k%lön3∀é+!∋ ∋!nni kicsi é∀ na+y 

kö(ö∋∋, mivel ilyen fizikai k%lön3∀é+ nin/∀ i∀2 Csupán a( a(∋ vi∀∀(a∋%∃#ö(õ,õ .o,!lln!∃ 

van meg ez a tulajdonsá+a, a felhasznál∋ .a∋!.a∋i∃ai a00a#á∋&∀3)l ∃öv!∋∃!(õ!n; 

! a r∃galmas és ké&lékeny tartom(ny,an egy1ttesen. Holott ez a ké∋ ∋a#∋o.ány n!. .a∋!-

matikai, hanem fizikai k%lön3∀é+3õl −a∃a,∗ a.i∃o# a( ala∃vál∋o(á∀o∃ −oly∋ono∀ ∋a#-

tományán !+y∀(!# /∀a∃ .!+1!l!ni∃ 51 .inõ∀é+∃én∋ a marad) ala∃vál∋o(á∀; 

! a mechanikai (lla&ottér egészén (beleé#∋v! a( i##!v!#(i3ili∋á∀ 6a∋á#á∋ � a reverzibilitá∀∋ � 

is). 

 A hivatkozott könyv tö33 6!ly!n rá.&∋a∋o∋∋∗ 6o+y !(∋ a( anya+∋ö#vény∋ l!6!∋n! ∋o-

vá33 i∀ ál∋aláno∀7∋ani. Ugyanis az anyagi objektivitá∀ ∃öv!∋!l.ény! ál∋al −!lv!∋!∋∋ ∀(!.-

pontokat (objekt7v i,õ,!#ivál∋a∃∗ −o#+á∀−%++!∋l!n∀é+9∗ ill!∋v! !nn!∃ a( ala∃vál∋o(á∀∀al 

val) ∃a0/∀ola∋á∋ ∀!. !l!.!(∋%∃ ∃!llõ!n2  E((!l ∃a0/∀ola∋o∀ !,,i+i vi(∀+ála∋ain∃a∋ [VÁN 

(2007)] tartalmazza. A gyakorlati alkalmazhat)∀á+ azonban má# 7+y i∀ 3i(onyo∀ ∃o#lá∋o-

kat szab elén∃∗ 0l2 a legál∋aláno∀a33 !∀!∋3!n −!llé0õ 22 anyagállan,) ∀(á.ána∃ � fizi-

kailag alá∋á.a∀(∋o∋∋ � csö∃∃!n∋é∀! i#ányá3an2 

 Termé∀(!∋!∀!n ∋i∀(∋á3an va+y&n∃ a((al∗ 6o+y a ∃é0lé∃!ny∀é+ ál∋al&n∃ vála∀(∋o∋∋ ∋á#-

gyalá∀a � a ké0lé∃!ny∀é+i .&n∃a−!l∋é∋!l 3!é07∋é∀e a termodinamikai potenciál3a � nem 

az egyetlen lehetsé+!∀ 5∋2  ;! a vála∀(∋o∋∋ .a∋!.a∋i∃ai strukt5#á3an mindenké00!n a fi-

zikai köv!∋!l.ény!∃!∋ ∃!ll é#vény!∀7∋!n%n∃<  

1) Vilá+o∀ .!+6a∋á#o(á∀á∋ ∃!ll a,n&n∃ a %isszi&at3. é∀ a nem%isszi&at3. kö(ö∋ti 

k%lön3∀é+n!∃. Ez csak a termodinamika II. fõ∋é∋!lén!∃ ∃ö(é00on∋3a áll7∋á∀ával 

lehetsé+!∀2 A ∃é0lé∃!ny∀é+!l.él!∋!∃ na+y #é∀(! ∋i∀(∋án .!/6ani∃ai ala05 −o-

                                                 
1
 Mit h7v&n∃ #&+al.a∀ 0o∋!n/iálna∃= >ié#∋ l!6!∋∀é+!∀∗ 6o+y a −!∀(%l∋∀é+- vagy deformá/i)álla0o∋ !+y 

potenciál3)l ∀(á#.a(∋a∋6a∋)= 
2
 Elvileg nem csak ezeket, de tová33i6a∋á∀o∃ ?6õv!(!∋é∀∗ ,i−−5(i)∗ �9 −i+y!l!.3! vé∋!l! ∋5l.&∋a∋ ennek 

az 7#á∀na∃ a ∃!#!∋!in2 
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galmakb)l é07∋∃!(ik, ezál∋al n!. ∋!l1!∀7∋i !(∋ a ∃öv!∋!l.ény∋2 Enn!∃ !+yi∃ fo-

lyománya, hogy az ilyen elmél!∋ n!. l!∀( al∃al.a∀ ö∀∀(!∋!∋∋ 1!l!n∀égek kezelé∀é#!∗ 

nem tudja figyelembe venni tö33−él! ∃öl/∀ön6a∋á∀ !+y%∋∋!∀ 6a∋á∀á∋2 Viszont mé+ 

ennél i∀ 0#o3lematikusabb lehet, hogy fizikailag lehetetlen, a termodinamika 

má∀o,i∃ −õ∋é∋!lé∋ ∀é#∋õ !−−!∃∋&∀o∃a∋ i∀ a,6a∋∗ a.i∃!∋ /∀a∃ .!∀∋!#sé+!∀ −!l∋é∋!l!∃ 

beiktatá∀ával irthatunk ki. Nem szabad, hogy fél#!v!(!∀∀!n a(∗ 6o+y a 

ké0lé∃!ny∀é+∋an !+y!∀ 0o∀(∋&lá∋&.ai ?∋é∋!l!i9 � pél,á&l a ;RUCKER-fél! é∀ a( 

ILJUSIN-fél! ∀∋a3ili∋á∀i 0&∀(∋&lá∋&.o∃ � megtév!∀(∋õ!n �termodinamika�-szerû!∃ 

[HOULSBY-PUZRIN (2006), 2-4 fejezet megjegyzé∀!i].  

2)  Az elmél!∋ a lehetõ legke.ese,, szá.5 elõfelte.ést szabad, hogy tartalmazza. Extra 

f%++vény!∃ é∀ 0a#a.é∋!#!∃ &+yan l!6!∋õvé ∋!6!∋i∃ a ∃7∀é#l!∋i !#!,.ények ré∀(l!∋!∀ 

illeszté∀é∋∗ ,! &+yana∃∃o# a( ily!n !l.él!∋3õl ∀!..i∋ n!. ∋an&lhatunk, é∀ ∃i/∀i a( 

é#vény!∀∀é+i ∃ö#!2 E33õl a ∀(!.0on∋3)l a ∃é0lé∃!ny∀é+i é∀ ,i∀∀(i0á/i)∀ 

potenciálo∃a∋ é∀ � a nemasszociat7v !∀!∋3!n !(!∃∋õl −%++!∋l!n � folyá∀−!l∋é∋!l!∃!∋ 

bevezetõ ∋!#.o,ina.i∃ai ké0lé∃!ny∀é+!l.él!∋!∃ � kö(∋%∃ az elõ33 !.l7∋!∋∋ 

könyvben tá#+yal∋ 6i0!#∃é0lé∃!ny∀é+ [HOULSBY-PUZRIN (2006)] � nem megfelelõ∗ 

tová33 !+y∀(!#û∀7∋!n,õ2 Má∀i∃ 0él,a l!6!∋ !##! a 0la∀(∋i∃&∀ ,!−o#.á/i) 

fogalmána∃ a priori bevezeté∀!2 Ezzel egyszerre tö33 !lvá#∋ ∋&la1donsá+á∋ 

posztulál1&∃ a 3!l∀õ vál∋o()n∃na∃∗ a.i∃ val)sz7nûl!+ .á∀ é∀ .á∀ −!lté∋!l!∃∃!l∗ 

k%lön-k%lön l!6!∋n!∃ /∀a∃ é#vény!∀!∃2 N!. /∀o,a∗ 6o+y a vé+!∀ alakvál∋o(á∀o∀ 

ké0lé∃!ny∀é+ .é+ .in,i+ n!. lé∋!(i∃ ?vagyis s5lyo∀ 3!l∀õ !llentmondá∀o∃∃al 

k%(,9 [BERTRAM (2005)], é∀ é00!n !(é#∋ a ∀(á.7∋á∀o∃3an ∃%lönl!+es formalizmust, 

5n2 növ!∃.ény!∀∗ va+y �#a∋! ∋y0!� !+y!nleteket használ&n∃ no#.áli∀ ,i−−!#!n/iál-

egyenletek é∀ −%++vény!∃ 6!ly!∋∋2  

 Ezt a ké∋ ∃öv!∋!l.ény∋ ∋a#∋o∋∋&∃ ∀(!. !lõ∋∋ a( !lõ(õ ∃önyv%n∃3!n2 A ké0lé∃!ny∀é+i 

felté∋!ln!∃ a( !n∋#)0ia−%++vény vál∋o()1akén∋ ∋ö#∋énõ ∀(!#!0!l∋!∋é∀! a −!n∋i 6iányo∀∀á-

gok nagy ré∀(é∋ ∀i∃!#!∀!n −!lol,o∋∋a2 ≅al)3an l!6!∋õvé ∋!∀(i ∃i∀ é∀ na+y ala∃vál∋o(á∀o∃ 

egysé+!∀ ∋á#+yalá∀á∋∗ a #!ol)+iai !+y!nl!∋!∃ é∀ −olyá∀i −!l∋é∋!l!∃ !+y∀é+!∀∗ !+y∀(!#û 

termodinamikai levezeté∀é∋∗ a ,i∀∀(ipat7v é∀ n!.disszipat7v !∀!∋!∃ vilá+o∀ !l6a∋á#olá∀á∋∗ 

stb..., ráa,á∀&l a( ál∋al&n∃ !,,i+ vi(∀+ál∋ !+y∀(!#û !∀!∋!∃3!n 1)l .a+ya#á(∋a a ∃7∀é#l!∋i 

adatokat. Mindazonál∋al vanna∃ −on∋o∀ 6iányo∀∀á+ai i∀2 

 Az eddigiek során a l!v!(!∋é∀!∃nél a ké0lé∃!ny∀é+i felté∋!l∋ ál∋alá3an a ,!−o#.á/i)∀ 

munka f%++vényén!∃ ∋!∃in∋!∋∋%∃2 A legtö33 olyan anya+3an viszont, ahol a klasszikus 

ké0lé∃!ny∀é+ é#vény!∀, ez nem j) −!l∋!vé∀∗ o∋∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l csupán a ∋o#(&-

lá∀i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a (alaktorzulá∀i .&n∃a) f%++vény!. Ezt má# /∀a∃ a vé+!#!,-

ménynél 6a∀(nál∋&∃ −!l∗ 7+y a ∋é#−o+a∋i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a 6a∋á∀a n!. ∃!#%l∋ ∃i∀(û#é∀#!∗ 

tehá∋ a( anya+!+y!nl!∋ ∋é#−o+a∋vál∋o(á∀i #é∀(! 3onyol&l∋a33 l!∋∋ a szoká∀o∀nál. Ezzel az 

ál∋aláno∀7∋á∀∀al a talajok é∀ ∃õ(!∋!∃ eseté#! #!.él∋%∃ ál∋aláno∀7∋ani a( !l.él!∋!∋∗ ahol a 

nemasszociat7v ∃é0lé∃!ny∀é+ ?dilatancia modellezé∀!9 al∃al.a(á∀a !(∋ ∀&gallja. Nem 
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vett%∃ azonban figyelembe, hogy termodinamikai megkö(!l7∋é∀%n∃ ∃é0lékenysé+!∋ é∀ 

szoká∀o∀an #!ol)+iai 6a∋á∀o∃a∋ !+y∀(!##! 7# l!∗ é∀ !( &∋)33i 6a∋á∀o∃ szintén vezethetnek 

té#−o+a∋i ∃é0lé∃!ny∀é+6!( 6a∀onl) 1!l!n∀é+!∃6!(2 Ezen okok miatt a levezeté∀∋ i∀ 

megismé∋!l1%∃, ugyanis a korá33i∋)l elté#õ .),on nem a vé+én v!(!∋1%∃ 3! a ,!via∋o-

rikus felbontá∀∋∗ 6an!. .á# a ∃!(,!∋nél2  

Ennek fel7#á∀a elõ∋∋ ∋i∀(∋á(ni ∃!ll a( anyagtö#vény é#∋!l.!(é∀i 6a∋á#ai∋∗ n!v!(!∋!∀!n< 

! meddig tart a rugalmas álla0o∋∗ ∀ 6ol ∃!(,õ,i∃ a ∃é0lé∃!ny∗ 

! hol váli∃ ö∀∀(!nyo.6atatlanná a( � addig ö∀∀(!nyo.6a∋) � anyag, 

! mikor szûni∃ .!+ a( anya+−oly∋ono∀∀á+∗ .i∃o# ∃öv!∋∃!(i∃ 3! a ∋ö#é∀ ?∋ön∃remenetel)? 

Ezé#∋ .é+ !+y∀(!# ö∀∀(!−o+lal1&∃ izotrop kontinuumok anyagegyenletén!∃ .!+6a∋á#o-

zá∀á6o( v!(!∋õ −!l∋é∋!l!∃!∋2 

 

1. AZ ANYAGTÖR≅ÉNY TERMODINAMIKAI ALAPJAI 

 A TERMODINAMIKA MÁSO;IK FÕTÉTELE minden fizikai elmél!∋ ala01a � tehá∋ ál∋alá-

nos é#vényû ∋!#.é∀(!∋∋ö#vény2 Αi(i∃ai ∋a#∋al.á∋ ∋!∃in∋v! a .á∀o,i∃ −õ∋é∋!l az anyag sta-

,ilit(s(nak el.e. Ez azt jelenti, hogy a benne foglalt elõ7#á∀ok miatt egyenleteink ter-

modinamikailag is egyens5lyi .!+ol,á∀ai a∀(i.0∋o∋i∃&∀an ∀∋a3ila∃ l!∀(n!∃. A megol-

dá∀ i,õ−%++!∋l!n∀é+! fizikailag nem mindig fejez ki egyens5ly∋, azaz nem stacioná#i&∀ 

megoldá∀o∃#)l∗ hanem pél,á&l a( !l∀(i+!∋!l∋ #!n,∀(!#!∃ !+y!n∀5lyá#)l van ∀()2 Tehá∋ a 

má∀o,i∃ −õ∋é∋!l .ia∋∋ az anyag magá∋)l n!. ∃!(, á∋ala∃&lni, é∀ a (ava#o∃ !l−!l!1∋õ,n!∃2 

�Ez a fajta stabilitá∀ a, é#∋!l.!∋ a .!+i∀.é∋!l6!∋õ∀é+ −o+al.ána∃< 6a∀onl) ∃ö#%l.é-

nyek kö(ö∋∋ 6a∀onl) vál∋o(á∀ −o+ beköv!∋∃!(ni: a vonz) álla0o∋ok stabilitá∀a lehetõvé 

teszi, hogy a sz)3anforg) �hasonl)� kö#%l.ény!∃ n! a #!n,∀(!#!∃n!∃ a l!+∃i∀!33 #é∀(-

letben is é#vény!∀%lõ a(ono∀∀á+á∋ 1!l!n∋∀é∃∗ 6an!. /∀&0án &+yana66o( a von(á∀i .!-

dencé6!( val) ∋a#∋o(á∀&∃a∋2� [PRIGOGINE-STENGERS (1986)]. 

 Az anyag a maga belsõ vi∀(onyai∗ ∃öl/∀ön6a∋á∀ai .ia∋∋ ∀∋a3il2 Βa n!. ilyen, akkor 

megvál∋o(i∃ é∀ á∋ala∃&l ∀∋a3il −o#.á3a2 E( annyi#a ∋!#.é∀(!∋!∀ !lvá#á∀∗ 6o+y 6a1la.o-

sak vagyunk megfeledkezni r)la2 A fizika elmél!∋!i3!n a ∋!#.o,ina.i∃a .á∀o,i∃ −õ∋é-

tele adja ennek matematikai é∀ −o+al.i ∃!#!∋!i∋ [GLANSDORFF�PRIGOGINE (1971), 

MATOLCSI (2005)]. 

 Mechanikai köl/∀ön6a∋á∀o∃nál a ∋ö.!+-, az impulzus- é∀ a( !n!#+ia.é#l!+!∃ ?∃on-

tinuitá∀i !+y!nl!∋!∃9 a( ala0v!∋õ ?5n2 ,ina.i∃ai9 ö∀∀(!−%++é∀!in∃2 Ezeken fel%l azonban 

lé∋!(ik mé+ egy tová33i � az elõ(õ!∃∋õl n!. −%++!∋l!n � fizikai mennyisé+∗ az entró&ia. 

A termodinamika má∀o,i∃ −õ∋é∋!l! ∀(!#in∋ a( ö∀∀(!∀ !n∋#)0ia !l∀(i+!∋!l∋ #!n,∀(!#3!n 

nem csö∃∃!n6!∋2 E( a( !n∋#)0ia .é#l!+é3!n 5+y 1!l!ni∃ .!+∗ hogy az entr)0iána∃ van 

forrá∀a, a s!  spontán 0#o,&∃/i)∗ a.!ly n!.n!+a∋7v ?és csak egyens5ly !∀!∋én n&lla92 
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 Ál∋aláno∀ ∀∋a3ili∋á∀i .!+−on∋olá∀o∃3)l .!+∃öv!∋!l1%∃∗ 6o+y a( !n∋#)0iána∃ ma5 i-

m∃ma legyen az elszigetelt rendszer egyens5lyá3an2  Enn!∃ ∀(%∃∀é+!∀ −!l∋é∋!l!, hogy 

konkáv −%++vény! l!+y!n vál∋o()ina∃2 N! −!l!1∋∀%∃ !l∗ 6o+y a 6á∋∋é#3!n o∋∋ vanna∃ a ,i-

namikai egyenletek (az eml7∋!∋∋ .é#l!+!∃9, ezé#∋ növ!∃!,é∀é∋∗ a( !ntr)0ia vál∋o()ina∃ 

vál∋o(á∀á∋ a .é#l!+!∃ ,!∋!#.inál1á∃. A má∀o,i∃ −õ∋é∋!l a( anya+ ∋&la1,on∀á+ain∗ a(a( a( 

anyagf%++vény!∃!n ∃!#!∀(∋%l ∃!ll biztos7∋∀a a( !+y!n∀5ly lé∋é∋∗ ill!∋v! a( !n∋#)0ia vál∋o-

zá∀ána∃ i#ányá∋2 A má∀o,i∃ −õ∋é∋!l∋ tehá∋ a kény!l.!∀ .a∋!.a∋i∃ai .!+−o+al.a(6a∋)-

sá+ é#,!∃é3!n /él∀(!#û!n 6á#o. ré∀(#! 3on∋1&∃< 

1) Lé∋!(i∃ !n∋#)0ia∗ a.i a( ala0vál∋o()∃ !lé+ ∀o∃∀(o# ?de legalá33 !+y∀(!# ∀(a∃a∀(o∀an 

folytonosan) differenciál6a∋) −%++vény!2 

2) Az entr)0ia ∃on∃áv −%++vény! vál∋o()ina∃2  

3) A fejlõ,é∀i !+y!nl!∋!∃ ál∋al .!+6a∋á#o(o∋∋ −olya.a∋o∃ !∀!∋én∗ !l∀(i+!∋!lt rendszerben az 

ö∀∀(!n∋#)0ia n!. /∀ö∃∃!n6!∋2 

 A 2) felté∋!l∗ a ∃on∃ávi∋á∀ n!. −!l∋é∋!l nél∃%li ∃öv!∋!l.ény∗ n!. ∋!#.é∀(!∋∋ö#vény∗ 

sé#%lé∀! anya+i ∋!#.é∀(!∋û in∀∋a3ili∋á∀#a &∋al ?0l2 −á(i∀6a∋á#92 A .á∀i∃ ∃é∋ −!l∋é∋!l vi∀(on∋ 

biztos7∋1a∗ 6o+y !( a ∀é#%lé∀ val)3an n! l!+y!n ∃ia∃ná(6a∋) ∃ivé∋!l2 >in,!+yi∃ −!l∋é∋!l 

jelentõ∀!n .!+∀(o#7∋1a a( anya+!+y!nl!∋!∃ l!6!∋∀é+!∀ −o#.á1á∋2  

 MELYEK A FAJLAGOS (TÖ>EΧEΧYSÉΧRE JΕTÓ) ENTRÓPIA ≅ÁLTOZÓI? Ez szubjekt7v 

dön∋é∀%n∃∋õl −%++= É#!((%∃∗ 6o+y !( n!. l!6!∋∗ &+yani∀ a ∋!#.észet � egy fenomenolo-

gikus le7#á∀ ∃o#lá∋ain 3!l%l � nem engedhet ekkora bizonytalansá+o∋∗ 6!ly!∋ 6a+yva !(-

ál∋al a( !.3!#i ∀0!∃&lá/i)∃na∃∗ !∀!∋l!+ ∋!#.é∀(!∋∋õl i,!+!n −!l∋!vé∀!∃n!∃2  

 Ha megadjuk, hogy az s entr)0ia−%++vény .!ly vál∋o()∃na∃ a −%++vény!∗ !zál∋al 

má# rö+(7∋1%∃ a fejlõ,é∀i !+y!nl!∋ vál∋o()i∋∗ és 7+y a( anya+∋ö#vény vál∋o()i∋ i∀2 E(ál∋al 

vé+∀õ ∀o#on � dedukt7v ∃öv!∋∃!(∋!∋é∀!∃!n ∃!#!∀(∋%l � az anyagtö#vény −o#.á1á∋ i∀ meg-

hatá#o((&∃. Ebbõl ∃öv!∋∃!(õ!n na+yon ∃ö#%l∋!∃in∋õ!n ∃!ll !l1á#n&n∃∗ ∀ l!6etõl!+ n!. 

sajá∋ !l∃é0(!lé∀!in∃!∋∗ !lvá#á∀ain∃a∋ ∃!ll .!+−o+al.a(n&n∃∗ 6an!. 6a+yni∗ 6o+y a −i-

zikai tö#vény!∃ é∀ a( a,o∋∋ #!n,∀(!##!l ∃a0/∀ola∋o∀ ∃7∀é#l!∋i ∋a0a∀(∋ala∋ � matematikai 

megfogalmazá∀&n∃on ∃!#!∀(∋%l � kifejthessé∃ 6a∋á∀&∃a∋2 

Az entró&ia a nemegyens5lyi ∋!#.o,ina.i∃a ala0v!∋õ anyagf 1 gg.énye, é∀ .in,!n 

má∀ anya+−%++vény∋ va+y ∃ö(v!∋l!n%l 3!lõl! ∀(á#.a(∋a∋6a∋&n∃ ?in∋!n(7v!∃ é∀ 

derivál∋1ai∃9∗ va+y a( !n∋#)0ia∋!#.!lé∀6!( ∃ö∋6!∋%n∃ ?6õv!(!∋é∀∗ 3!l∀õ ∀5#l),á∀∗ ∀∋3292 

Az anyag szimmetriái∋ a( !n∋#)0ia−%++vényn!∃ i∀ ∋%∃#ö(ni! ∃!ll2 :+y 0él,á&l i(o∋#op 

kontinuumok esetén a( !n∋#)0ia izotro& f%++vény! vál∋o()ina∃2  

FELTEVÉS, hogy a termodinamika má∀o,i∃ −õ∋é∋!le (é∀ !nn!∃ −olyo.ányá3)l< a( !n-

tr)0ianöv!∃!,é∀ !lve) nagyon jelentõ∀!n .!+∀(o#7∋1a∗ 3i(onyo∀ !+yszerû ∋ová33i −!l∋!-

vé∀!∃ .!ll!∋∋ ?0l2 lin!a#i∋á∀9 ∋!l1!∀!n meghatá#o(za az anyagtö#vény∋2 
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Ennek köv!∋∃!(.ény!∗ 6o+y 

1. Az anyagtö#vények csak azon vál∋o()∃ −%++vény!i lehetnek, amelyek az entr)0iá∋ 

meghatá#o((á∃. 

2.  Ugyanez ford7∋va i∀ i+a(: az entr)0ia /∀a∃ azon vál∋o()∃ −%++vény! l!6!∋∗ a.!ly!∃ a( 

anyagtö#vény!∃3!n −!llé0n!∃. 

3. Az entr)0ia a(on ∋!#.o,ina.i∃ai vál∋o()∃na∃ −%++vény!∗ a.!ly!∃ é#∋é∃é∋ az alapvetõ 

mé#l!+!∃ vál∋o(∋a∋1á∃2  

4. Az entr)0ia lehet má∀ vál∋o()∃na∃ i∀ −%++vény!∗ ,! !∃∃o# !(!n .á∀ vál∋o()∃#a érvé-

nyes fejlõ,é∀i !+y!nl!∋!∃!∋ i∀ .!+∀(o#7∋1a2  

 Megjegyezz%∃∗ 6o+y !( &∋)33i !∀!∋3!n � ha a má∀o,i∃ −õ∋é∋!l!n ∃7v%l nincs má∀ 

korlá∋o(á∀ a( anyagot jellemzõ .á∀ vál∋o()#a∗ � pusztán a má∀o,i∃ −õ∋é∋!l3õl ∀(in∋én 

mé#l!+ 1!ll!+û −!1lõ,é∀i !+y!nl!∋!∃!∋ v!(!∋het%n∃ l! [VÁN (2005)].  

 :#1&∃ −!l ö∀∀(!−o+lal)an a .!/6ani∃ai ∃öl/∀ön6a∋á∀6o( ∋a#∋o() � ma ismert � mé#-

legegyenleteket
3
 lokáli∀an ∀(&3∀(∋an/iáli∀ −o#.á3an< 6

ömegmérleg 7    ,0"#$% ""!  

Im&∃lz∃smérleg 7    ∀"" "#$&!  

Im&∃lz∃smoment∃m-mérleg 7  4
 ' ( ' ( ∀"" )%#%$)")  

Kinetik∃senergia-mérleg 7   ' ( ' ( "" %$"
!2

2

1 , 

#elsõenergia-mérleg 7   ∀e 8 $"#$% "! :"  9
sszenergiamérleg 7    ' ( 0"#&#$% 86e!" . 

Ezek kö(%l a( i.0&l(&∀ é∀ a( ö∀∀(!n!#+ia ?va+y a 3!l∀õ !n!#+ia9 .é#l!+! a( ala0.é#l!+∗ 

a tö33i !(!∃3õl ∀(á#.a(∋a∋o∋∋2 A dinamikai egyenletekben szereplõ vál∋o()∃ é∀ anyag-

f%++vény!∃: 

"   � tö.!+∀û#û∀é+∗ 
  � konvekt7v ∀!3!∀∀é+∗ 
  � té#−o+a∋i !#õ∀û#û∀é+∗ 
  � fesz%l∋∀é+∋!n(o# ?a( i.0&l(&∀ ∃on,&∃∋7v á#a.∀û#û∀é+!9∗ 

$"  �  (té#−o+a∋!+y∀é+#! 1&∋)9 ala∃vál∋o(á∀i ∋!l1!∀7∋.ény 

e   � fajlagos belsõ energia, 

ke   � fajlagos kinetikus energia, 6e   � fajlagos ö∀∀(!n!#+ia∗ 8   �  a hõá#a.-sû#ûsé+∗ 
 

                                                 
3
 Eset%n∃3!n !(!∃ .in,!+yi∃! ∃on∋in&i∋á∀i !+y!nl!∋2 

4
 Ez az alak olyankor é#vény!∀∗ a.i∃o# nin/∀ 3!l∀õ i.0&l(&∀.o.!n∋&.2 Ily!n∃o# a( i.0&l(&∀.o.!n∋&. 

megmaradá∀ána∃ ∃öv!∋∃!(.ény!< 6" . 
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 A szá#.a(∋a∋o∋∋ .é#l!+!∃ n!. a,na∃ −%++!∋l!n vál∋o()∋2 S(o∃á∀ ∀(!#in∋ nem az 

ö∀∀(!n!#+iá∋∗ 6an!. az 22 ;.eeee 6k6 &"&"  fajlagos belsõ !n!#+iá∋ tekintj%∃ ala0-

változ)na∃2 T!6á∋ !l∀õ ∃ö(!l7∋é∀3!n∗ ∋i∀(∋a .!/6ani∃ai #!n,∀(!#!∃#! ?6õv!(!∋é∀∀!l9 a( 

alapmé#l!+!∃3!n ∀(!#!0lõ .!(õ∃∗ a ∀û#û∀é+∗ a ∀!3!∀∀é+∗ ill!∋v! a 3!l∀õ !n!#+ia a,6a∋1á∃ 

az entr)0ia vál∋o()i∋2  Az anyagf%++vény!∃ !(!∃∋õl a vál∋o()∃∋)l é∀ ,!#ivál∋1ai∃∋)l −%++-

hetnek (sõ∋∗ az anyagi objektivitá∀ .ia∋∋ ala0v!∋õ!n /∀a∃ a ∋é#3!li ,!#ivál∋akt)l9∗ 0l2 a 

$"  sebessé++#a,i!n∀∋õl2  

 Az entr)0ia∗ é∀ 7+y a( anya+∋ö#vény i∀ csak az anyagtól f1gghet, tehá∋ a( s f%++vény 

vál∋o()inál a −!n∋i −!l∀o#olá∀3)l ∃i!∀i∃ .in,a(∗ a.!lyi∃ a ∃%l∀õ 6a∋á∀o∃at jellemzi ( ).  

 Az á#a.o∃ l!6!∋n!∃ vál∋o()∃ é∀ −%++vény!∃, att)l −%++õ!n∗ 6o+y .ily!n 1!l!n∀é+!∃ 

fontosak az adott fizikai rendszerben. Az á#a.o∃ vál∋o()∃én∋ ∋ö#∋énõ ∀(!#!0!l∋!∋é∀én!∃ 

köv!∋∃!(.ény!iv!l a( 5n2 ∃i∋!#1!∀(∋!∋∋ ∋!#.o,ina.i∃a −o+lal∃o(i∃5
. Ebben az elmél!∋-

ben az  impulzusá#a.-sûrû∀é+ é∀ a 8  a hõá#a.-sû#û∀é+ az entr)0ia ?é∀ 7+y .in,en 

má∀ anyagf%++vény) vál∋o()i2 A( i.0&l(&∀á#a.-sû#û∀é+ ∀(!#!0!l∋!∋é∀! a( !n∋#)0ia vál-

toz)1a∃én∋ al∃al.a∀ 3i(onyo∀ #!ol)+iai 1!l!n∀é+!∃ .o,!ll!(é∀é#!∗ ál∋alá3an az anyag 

belsõ ∋!6etetlensé+én!∃ ∃i!lé+7∋õ reprezentá/i)1á∋  1!l!n∋i2  

 A fenti tá3lá(a∋ ∃i−!1!(é∀!i ∃ö(%l ∋!6á∋ /∀a∃ a <) !" "$"  teljes7∋.ény szerepe 

maradt ké#,é∀!∀. A ) teljes7∋.ény ?a( ala∃vál∋o(á∀i munka idõszerinti derivál∋1a9 

azonban � mint az az entr)0iamé#l!+3õl lá∋6a∋), � az s! -tal van kapcsolatban [ s!!<! ], 

tehá∋ a( s-ben legfeljebb az alakvál∋o(á∀i .&n∃a Φ s !< ] szerepelhet. A tová33ia∃3an 

lá∋ni −ogjuk, hogy az alakvál∋o(á∀i .&n∃ána∃ anya+i vál∋o()∃én∋ ∋ö#∋énõ ∀(!#!0!l∋!∋é∀! 

a ké0lé∃!ny∀é+ .!+é#∋é∀é6!( vi6!∋ 3!nn%n∃!∋ ∃ö(!l!332  

 Á∋∋é#v! a( anya+6o( ∃ö∋ö∋∋ #!n,∀(!##!∗ a ) = ' (S$"$ ""  alakvál∋o(á∀i ∋!l-

jes7∋.ény a $%" "  mozgá∀+#a,i!n∀∀!l a 

1&" !!<  

formá3an 7#6a∋) −!l∗ ∀ a  =  polá#i∀ dekompoz7/i)na∃ .!+−!l!lõ  

[ 6"&1 , 1det " , 6" ] 

felbontá∀∀al 0!,i+ a 

' ( 11111 &&&&& """%"" !!!!!!!
t

6666<  

formá3a 7#6a∋)2  

                                                 
5
 Az elmél!∋n!∃ van .agyar elnevezé∀! i∀< a ∋!#.o,ina.i∃a 6&llá.!l.él!∋! [GYARMATI (1977)]. Ezt az 

elnevezé∀∋ ∃é∀õ33  ∋!l1!∀!n ∃i∀(o#7∋o∋∋a a ∃i∋!#1!∀(∋!∋∋ ∋!#.o,ina.i∃a [LEBON-JOU-CASAS-VÁZΓΕEZ (2008)].   



20 

 Mivel az entr)0ia 0*"#$% sss !" !  mé#l!+é∋ minden té#−o+a∋#é∀(#! é#vény!∀n!∃ 

tekintj%∃∗ !(é#∋ a s!  entr)0ia0#o,&∃/i)∗ a .é#l!+!+y!nl!∋ 1o33 ol,ala∗ ∀!..ily!n 6õ- 

é∀ i.0&l(&∀á#a. ?−!∀(%l∋∀é+9 .!ll!∋∋ ∀!. n!+a∋7v2  

 Az entr)0ia−%++vényben tehá∋ a( e belsõ !n!#+ia .!ll!∋∋ a(  alak.(ltoz(si tenzor 

é∀ a < alak.(ltoz(si m∃nka szerepelteté∀! lá∋∀(i∃ cél∀(!#ûn!∃2  

 Az eddigiek alapján a( !n∋#)0ia−%++vény  

(1)                    ' (<ess ,,"  

alak5 l!6!∋2  

 A BELSÕ ;INA>IKAI ≅ÁLTOZÓK. Az anyagi kontinuum kö(∋&,o∋∋an � bizonyos 

é#∋!l!.3!n � emlé∃∀(i∃ !lõ(õ ∋!#6!lé∀!i#!∗ ala∃vál∋o(á∀ai#a∗ ∋!6á∋ !+y−a1∋a .!.)#iá1a 

van. Az elõ33i!∃3!n &∋al∋&n∃ #á∗ 6o+y ilyen viselkedé∀ l!7#á∀á6o(∗ .o,!ll!(é∀é6!( a ki-

terjesztett termodinamika a mé#l!+!k á#a.∀û#û∀é+!i∋ v!(!∋i 3! ∋ová33i anya+i vál∋o()-

kén∋2 E((!l !+yé#∋!l.û é∀ ∃on∃#é∋ −i(i∃ai 1!l!n∋é∀∋ i∀ a, a 3!v!(!∋!∋∋ 51 vál∋o()∃na∃2 A 

reol)+iai vi∀!l∃!,é∀ l!7#á∀á#a azonban ennyi nem elegendõ< /∀a∃ a MAXWELL-modellt 

kaphatjuk meg 7+y [LEBON-JOU-CASAS-VÁZΓΕEZ (2008)].
 6

 

 É00!n !(é#∋ [VERHÁS (1985); MUSCHIK ÉS MAUGIN (1994)] szerint cél∀(!#û teljesen 

ál∋alánosan 51 vál∋o()∃a∋ 3!v!(!∋ni∗ a.!ly!∃!∋ 3!l∀õ ,ina.ikai vál∋o()∃na∃ vagy 

dinamikai szabadsá+−o∃o∃na∃ n!v!(n!∃2 A(on3an −!l.!#%l a ∃é#,é∀∗ 6o+y !( 7+y 

egyszerû!n .!+engedhetõ-e?  

Egy î  belsõ vál∋o() ,ina.i∃á1a nin/∀ .!+6a∋á#o(va∗ a(a( ∋&la1,on∃é00!n ∃!#!∀i∃ a 

rá vona∋∃o() !vol5/i)∀ !+y!nl!∋!∋∗ ∋!6á∋ î!  maga is egy anyagf%++vény∃én∋ −o+6a∋) −!l2 

Att)l −%++õ!n∗ hogy hány 3!l∀õ vál∋o()∋ v!(!∋n!∃ 3!∗ 3!∀(éln!∃ !+y va+y ∋ö33 ∀(a3a,-

sá+−o∃5 #!n,∀(!##õl∗ !+y va+y ∋ö33 ,ina.i∃ai vál∋o()val l!7#6a∋) anya+#)l2 Itt azonban 

felmer%l a problé.a< ezek a belsõ vál∋o()∃ n!. ∀(!#!0!ln!∃ a .é#l!+!+y!nl!∋!∃ vál∋o-

z)i ∃ö(ö∋∋∗ é∀ mé+i∀ .!+!n+!,6!∋õek? Egyál∋alán∗ ∃on∃#é∋ −i(i∃ai in∋!#0#!∋á/i) nél∃%l 

bevezethet%n∃-e 51 −i(i∃ai vál∋o()∃a∋= A hirtelen vála∀( !+yé#∋!l.û n!.2 >é+i∀ vannak 

esetek, amikor a vála∀( � igen. A köv!∋∃!(õ é#v!∃!∋ ∃!ll &+yani∀ .!+−on∋oln&n∃< 

(1) A termodinamikai egyens5ly∋)l val) !l∋é#é∀∋ é#,!.!∀ l!6!∋ 51 vál∋o() 3!v!(!∋é-

sév!l 1!ll!.!(ni2 Ily!n vál∋o() é#∋é∃! n&lla a ∋!#.o,ina.i∃ai !+y!n∀5ly3an2 E(-

zel a megszor7∋á∀∀al 3!v!(!∋!∋∋ 3!l∀õ vál∋o()∃a∋ n!v!(∋! VERHÁS dinamikai sza-

badsá+i −o∃o∃na∃2 A ,ina.i∃ai ∀(a3a,∀á+i fokok seg7∋!n!∃ a .á∀o,i∃ −õ∋é∋!l 

megszor7∋á∀ai∋ !+y∀(!#ûen alkalmazni az egyens5ly∋)l ∋ávoli rendszerekben é∀ 

utána sokszor kik%∀(ö3öl6!∋õ∃ a vé+∀õ !+y!nl!∋!∃3õl2  

                                                 
6
 Ezt a szerzõ∃ i+y!∃!(n!∃ −él#!v!(!∋õ .!+1!+y(é∀!∃∃!l l!0l!(ni ?ΗΙΗ2o2), a hivatkozott cikkben viszont 

nincs nyoma annak, hogy aká#/∀a∃ a ∀∋an,a#, .o,!ll∋ é∀ ∃é0!∀ l!nn! vi∀∀(aa,ni a ∃i∋!#1!∀(∋!∋∋ ∋!#.o-

dinamikai formalizmus.   
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(2) Ál∋aláno∀an 3!v!(!∋!∋∋ vál∋o()∃ konkré∋ −i(i∃ai 1!l!n∋é∀! a( anya+ .i∃#o∀(!#∃!-

zeté∋õl −%ggõ!n .á∀ é∀ .á∀ l!6!∋2 A( a ∋ény∗ 6o+y /∀a∃ ál∋aláno∀ !lv!∃!∋ 6a∀(-

nálva v!(!∋1%∃ 3! a −!1lõ,é∀i !+y!nl!∋!i∃!∋, biztos7∋1a a ∃a0o∋∋ !+y!nl!∋!∃ é∀ a 

benn%∃ ∀(!#!0lõ 0a#a.é∋!#!∃n!∃ � de nem a paramé∋!#!∃ é#∋é∃én!∃ � konkré∋ 

mikroszerkezettõl val) −%++!∋l!n∀é+é∋2  

(3) A tapasztalat ut)la+o∀an i+a(ol6a∋1a ?é∀ i+a(ol1a9 a .o,!ll!(é∀i ∀∋#a∋é+iá∋2 Ezé#∋ 

aztán !l∃!(,6!∋%n∃ 37(ni a( ala0!lv!∃3!n, é∀ azokat ál∋aláno∀a33 !∀!∋!∃3!n i∀ 

alkalmazni (pl. a ká#o∀o,á∀ l!7#á∀á#a 3!v!(!∋!∋∋ 3!l∀õ vál∋o()∃ ál∋alá3an nem 

k%∀(ö3öl6!tõ!∃ ∃i92 

 A # ( < ) KÉPLÉKENYSÉΧI ΒATÁRΑELTÉTELT le7#) −%++vény∗ .in∋ vál∋o() /∀a∃ a∃∃o# 

ker%lhet be az entr)0ia−%++vény3!∗ 6a −i(i∃aila+ in,o∃olni ∋&,1&∃∗ ∀ 6a a .é#l!+-

egyenletek vál∋o()i ∃ö(ö∋∋ ∀(!#epel, mé+ 6a /∀a∃ i.0li/i∋! i∀2 Bevezeté∀! .a∋!.a-

tikailag nem jelent problé.á∋∗ .!#∋ a( ' (<
ess ,,"  é∀ az ' (' (<

∀∀ess #" , az 

entr)0iamé#l!+ ∃on∋!ϑ∋&∀á3an  

(2a)     ' ( << ss
e

e

s<∀∀es !!!!
+

+
%

+

+
%

+

+
" "    

é∀   

(2b)         ' (' ( <<ss
e

e

s<∀∀es !!!!
+
+

+
+

%
+
+

%
+
+

"
#

#
"#  

l(tszólag azonos vé+!#!,.ény∋ .&∋at. 

 Ha #  azzal az indokkal ker%l6!∋ 3! a( !n∋#)0ia−%++vény3!∗ .!#∋ a ,i∀(∃on∋in&i∋á∀ 

nem kizá#6a∋)∗ a∃∃o# .á# /∀a∃ a( a ∃é#,é∀∗ 6o+y a ∋ö33i ,i∀(∃on∋in&i∋á∀ ?az ö∀∀(!nyo.-

hat)∀á+i 6a∋á#, má∀ név!n a ∋ö∃él!∋!∀!n ∃i−!1lõ,ö∋∋ ∃é0lé∃!ny∀é+ 6a∋á#a Φtk], tová33á a 

tön∃#!.!n!∋!li 6a∋á# Φt]) mié#∋ n!. ∀(!#!0!l= ≅a+y 6a 3!∋!∀∀(%∃∗ a∃∃o# .in,!+yi∃6!( 

rendelj%n∃ !+y #tk, ill. #t  f%++vény∋= A ?Η9 ö∀∀(!−%++é∀3õl lá∋∀(i∃, hogy ez felesleges, 

mert ö∀∀(efoglal)an ' (<
f -vel jelöl6!∋1%∃ a ,i∀(∃on∋in&i∋á∀o∃6o( ∋a#∋o() anya+−%++-

vény∋2 

 Mindezek alapján a( !n∋#)0ia−%++vény  

(3)                             ' (' (<
f∀∀ess "  

alak5 l!6!∋∗ a.!lyn!∃ ∀(%∃∀é+∀(!#û!n eleget kell tennie a matematikai formá∃a∋ ∃o#lá-

toz), TRUESDELL ál∋al .!+−o+al.a(o∋∋ ál∋aláno∀ !lv!∃n!∃. Ezek VERHÁS felsorolá∀á3an 

[VERHÁS (1985), 73-76. o.] a köv!∋∃!(õ∃< 

� az i%õ homogenit(s(nak el.e∀ 
� az anyagi o,−ekti.it(s el.e∀ 
� az anyagi in.ariancia el.e∀ 

 � a koor%in(tain.ariancia el.e∀ 
� a %imenzion(lis in.ariancia el.e∀ 

� az összeférhetõség >kom&ati,ilit(s? el.e∀ 
� a matematikai tel−esség el.e∀ 
�a min%en1tt −elenlé.õ .(ltozók el.e∀ 
�az egységes3tés el.e/ 
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 Vizsgála∋ain∃ ∀o#án !(!∃ .in,!+yi∃é∋ −i+y!l!.3! v!∋∋%∃∗ va+y 5+y, hogy belõl! in-

dultunk ki (minden%∋∋ 1!l!nlévõ vál∋o()∃ !lv!), vagy 5+y∗ 6o+y ∃öv!∋∃!(∋!∋é∀!in∃!∋ ,!-

terminál∋á∃2 Ezek az elvek termé∀(!∋!∀!n n!. !+y!n#an+5a∃2 A l!+∋ö33n!∃ val) .!+−!-

lelé∀ .ana0∀á+ !+y#é∀(∋ ∋#iviáli∀ ?∃oo#,iná∋a−%++!∋l!n∀é+ a ∋!n(o#i #!prezentá/i)val9∗ il-

letve ellenõ#(é∀! !+y∀(!#û2  Talán a( !+y!∋l!n kivé∋!l a( anya+i o31!∃∋ivi∋á∀ !lv!, amely-

nek megfogalmazá∀á3an .ái+ ∀in/∀ ∃on∀(!n(&∀ [MATOLCSI-VÁN (2007)]. 

 Az eddig elmondottakban azonban nem vett%n∃ −i+y!l!.3! !+y na+yon −on∋o∀ ∃ö-

r%lmény∋∗ a( ala∃vál∋o(á∀o∃ ∀(!#∃!(!∋i ∀a1á∋o∀∀á+á∋2 

 A RUGALMAS ÉS KÉPLÉKENY ALAKVÁLTOZÁS. A szilá#, ∋!∀∋!∃ mechanikai álla-

potvál∋o(á∀aina∃ van !+y olyan ∀a1á∋o∀∀á+a∗ a.!ly !+yé3 −i(i∃ai ∃öl/∀ön6a∋á∀nál n!. 

jelentkezik. Nevezetesen, az  alakvál∋o(á∀o∃ l!6etnek mechanikailag (de csakis me-

chanikailag, nem pedig termodinamikailag) reverzibilisek, vagyis visszaford7∋6a∋)a∃∗ ∀ 

ezt nevezz%∃ r∃galmas alak.(ltoz(snak/7 Egy bizonyos hatá# &∋án viszont megjelenhet-

nek az irreverzibilis vagy mara%ó alak.(ltoz(sok, amelyek má# n!. −o#,7∋6a∋)∃ vi∀∀(a 

(legfeljebb nagy munkabefekteté∀ á#án92 E(!∃!∋ 1!löl1%∃ re.
, illetve 

irre.
 formá3an2 

 Ha lé∋!(i∃ a( 5n2 ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∗ a∃∃o# anna∃ !+yi∃ ol,alán /∀a∃ #&+al.a∀ 

alakvál∋o(á∀o∃ vanna∃∗ .7+ .á∀i∃ ol,alán a #&+al.a∀ .ellett megjelennek a marad) 

alakvál∋o(á∀o∃ i∀2 E(∋ a 6a∋á#∋ l!7#) −%++vény∋ ezért nevezz%∃ ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l-

té∋!ln!∃2 

 Azt vá#1&∃ !l, hogy 

� az anyagnak csak egyetlen anyagtö#vény! legyen, amely rugalmas é∀ ∃é0lé∃!ny 

alakvál∋o(á∀o∃ ∋a#∋o.ányán !+ya#án∋ é#vény!∀∗ 

� s a hatá# á∋lé0é∀év!l n!. a( anya+∋ö#vény −o#.á1a ne vál∋o(zon meg, csupán a( 

anyagtö#vény3!n ∀(!#!0lõ !+y%∋∋6a∋)∃2 

Az anyagtö#vény .!+6a∋á#o(á∀ánál !(∋ a ∀a1á∋o∀∀á+o∋∗ a(a( a #!v!#(i3ili∀ é∀ i##!v!#-

zibilis alakvál∋o(á∀o∃ lé∋é∋ figyelembe kell venni. De hogyan? Erre ké∋ l!6!∋õ∀é+%n∃ ∃7-

nál∃o(i∃2 E+y#é∀(∋, lehet ezt a folyamatokra vonatkoz) anya+−%++vény!∃ ∋&la1,on∀á+a-

kén∋ é#∋!l.!(ni, é∀ a( !n∋#)0ia0#o,&∃/i) ∃i−!1∋é∀!∃o# a,),) v!(!∋é∀i !+y!nl!∋!∃3!n 

é#vény!∀7∋!ni2 E(∋ a( &∋a∋ ∃öv!∋i 0él,á&l [HOULSBY�PUZRIN (2006)]. A má∀i∃ l!6!∋õ∀é+∗ 

hogy elsõ,l!+!∀ anya+−%++vény%n∃3!n∗ a( !n∋#)0ia−%++vény3!n é#vény!∀7∋6!∋1%∃ !(∋ a 

felté∋!l∋2 I∋∋, most ez ut)33i !∀!∋!∋ vi(∀+ál1&∃2 E∃∃o# a ∃é0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l∋ !+y 

' (<< !,#  f%++vénny!l val)∀7∋1&∃ .!+.  

Legyen 0"#  a ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l∗ a.!ly#õl .é+ n!. ∋&,1&∃, minek a 

f%++vény!2 A(∋ a(on3an .á# ∋&,1&∃∗ 6o+y .in!∃ n!.2 N!. l!6!∋ /∀a∃ a −!∀(%l∋∀é+-

                                                 
7
 Ezek termodinamikailag irreverzibilisek, mert a befektetett energia (munka) maradé∃∋alan&l ál∋alá3an 

nem nyerhetõ vi∀∀(a∗ viszont a test visszanyerheti eredeti alakjá∋2 
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álla0o∋na∃ Φ ' ( 0"# ], illetve invarián∀aina∃ Φ ' ( 0321 "
≅

∀
≅

∀
≅

# ], é∀ n!. l!6!∋ csak az 

alakvál∋o(á∀i álla0o∋na∃ Φ ' ( 0"# ], illetve invarián∀aina∃ Φ ' ( 0321 "∗∀∗∀∗# ]
8
, mint 

azt má# i+a(ol∋&∃ ΦASSZONYI-VÁN-SZARKA (2006, 2007)].  

Azt is tudjuk, hogy a #  ön.a+á3an is egy anyagf 1 gg.ény, amely csak a má# vé+i+ 

elemzett vál∋o()∃ −%++vény! l!6!∋< <∀<∀∀e ! . Mivel az -nak nem lehet explicite 

f%++vény!∗ vi∀(on∋ a < é∀ a<! implicite tartalmazza az -t, ebbõl a##a a ∃öv!∋∃!(∋!∋é∀#! 

jutottunk, hogy ál∋aláno∀an a( !+y!∋l!n l!6!∋∀é+!∀ −o#.a a  

' (<∀<∀e !## "  

lenne.  

 Ha a termikus köl/∀ön6a∋á∀∋)l !l∋!∃in∋%n∃∗ a∃∃o# izotermik∃s, vagy a%ia,atik∃s (l-

la&ot.(ltoz(sok (alakvál∋o(á∀o∃9 !∀!∋én a( e kimarad, s  

' (<∀< !## "  

ö∀∀(!−%++é∀#! 1&∋&n∃2 

 Ez az eredmény .in,!n !,,i+i +ya∃o#la∋i ∋a0a∀(∋ala∋&n∃∃al a l!+∋!l1!∀!33 ö∀∀(-

hangban van. Ugyanis a < munka egybefogja a fesz%l∋∀é+álla0o∋o∋ é∀ a( ala∃vál∋o(á∀i 

álla0o∋o∋ ?a((al∗ 6o+y < a fesz%l∋∀é+!knek a deformá/i)∀ 5∋on v!∋∋ in∋!+#ál1a92 P!#∀(! 

ké#,é∀∗ 6o+y n!. tekinthetnén∃ egyszerû33!n a 

' (<## " ,  vagy  ' (<!## "  

formá∋?  

 A vála∀( !+yé#∋!l.û n!.Κ  

 Ha ön.a+á3an a ' (<!## "  alakot vennén∃∗ a∃∃o# a(∋ .on,anán∃ ∃i∗ 6o+y !+y!n-

s5lyi∗ va+y ∃vá(i∀(∋a∋i∃&∀ álla0o∋3an nin/∀ ∃é0lé∃!ny∀é+i felté∋!l∗ a.i .á# ön.a+á3an 

is abszurd, hiszen a ké0lé∃!ny∀é+∋an i#o,al.ána∃ ∋5lnyo.) #é∀(! !##! a ∋!#%l!∋#! ∃o#-

lá∋o(),i∃2  

 Ha ön.a+á3an a ' (<## "  alakot vennén∃∗ a∃∃o# a ké0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l −%++!∋-

len lenne a teljes7∋.ény∋õl∗ 7+y ∀0!/iáli∀an att)l i∀∗ 6o+y növ!∃võ vagy csö∃∃!nõ .&n-

kavé+(é∀∀!l lé01%∃-e á∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋2 A ∋a0a∀(∋ala∋ !nn!∃ !ll!n∋.on,. A ké0-

lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l ∋!6á∋ /∀a∃ 

(4)         ' ( 0"<∀< !#  

                                                 
8
 Termé∀(!∋!∀!n !( −i(i∃ai .!+álla07∋á∀2 Βa a vála∀(∋o∋∋ anya+∋ö#vény n!. #!ol)+iai∗ ∋!6á∋ ami fizikailag 

abszurd, vagy ha csak az egyens5lyi 6!ly(!∋!∋ 7#1a l!∗ a.i −i(i∃aila+ .á# .!+engedett, tová33á a( ✒
 = 

✒
( ✓ ) kapcsolat egyé#∋!l.û∗ a∃∃o# .á# !l−o+a,6a∋)2  
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lehet. A (4) ö∀∀(!−%++é∀ ∀(in∋! ∀&+all1a a(∋ a −!ltevé∀∋∗ 6o+y a ?Ι9-ban szereplõ ' (<
f  

jelen esetben a ' (<< !,# -nek feleljen meg, ugyanis ekkor konkré∋ 1!l!n∋é∀! van a .&n-

ká∋)l −%++õ −%++vényn!∃2  

 Fontos tová33i ∃é#,é∀∗ hogy mié#∋ /∀a∃ a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋ −!1!((! ∃i az ' (<
f ? 

Amellett, hogy ez benne kell, hogy legyen, tová33i ,i∀(∃on∋in&i∋á∀o∃#a i∀ &∋al6a∋2 Ily!n 

lehet az anyag ö∀∀(!nyo.6a∋)∀á+ána∃ 6a∋á#a9
, a kontinuitá∀ .!+∀(ûné∀én!∃ a 6a∋á#a∗ 

stb.  

 Az s entr)0iá3an∗ .in∋ anya+−%++vény3!n .in,!nn!k szerepelnie kell, ami a szta-

tikus anyagviselkedé∀∋ .!+6a∋á#o((a∗ 7+y ∋ö33!∃ ∃ö(∋ a #&+al.a∀-ké0lé∃!ny vál∋á∀∋ ∃i-

fejezõ vál∋o()na∃ i∀2 

 Ha (tmenetileg a vál∋á∀∋ /∀&0án a ∃é0lé∃!ny∀é+#! ∃o#lá∋ozzuk: 

[ ' ( ' (<<
f #, ], 

akkor mindezek alapján a( anyagtö#vény .!+6a∋á#o(á∀á#a a ∋!#.o,ina.i∃a .á∀o,i∃ −õ-

tétele alapján  az 

(3)                            ' (' (<
ess #,,"  

entr)0ia−%++vény ∀(ol+ál6a∋∗ a rá vonatkoz) .é#l!++!l !+y%∋∋2 

 Az eddig lerö+(7∋!∋∋!∃ azonban a ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l6!( önmagukban kevé∀-

nek bizonyulnak. Mû∀(a∃i −!la,a∋o∃ .!+ol,á∀á6o( a f%++vény ∃on∃#é∋ ala∃1á∋ i∀ ismer-

n%n∃ ∃!ll!n!. Meg kellene tudnunk hatá#o(ni ál∋aláno∀ −o#.á1á∋∗ ∀ +ya∃o#la∋i .é#é∀!∃ 

alapján 0!,i+ a( !+y!∀ anya+−a1∋á∃#a vona∋∃o()an a 3!nn! ∀(!#!0lõ 0a#a.é∋!#!∃ ?∃on∀-

tansok) é#∋é∃é∋2 E∋∋õl a(on3an 5+y né( ∃i∗ 6o+y 1!l!nl!+ .é+ ∋ávol va+y&n∃. 

 Dön∋é∀i ∀(a3a,∀á+&n∃ van a(on3an a33an a ∃é#,é∀3!n∗ 6o+y 6o+yan vála∀∀(a ∀(é∋ a 

#  f%++vény ?,i∀(∃on∋in&i∋á∀i −!l%l!∋9 a #&+al.a∀ ala∃vál∋o(á∀o∃ ∋a#∋o.ányá∋ a ∃é0lé∃!-

nyé∋õl2 C∀a∃ ∃!∋∋õ∋ .!+!.l7∋v!< 

 EGYIK LEHETÕSÉΧ, hogy # egy (legalá33i∀ ∀(a∃a∀(o∀an9 −oly∋ono∀ é∀ ,i−−!#!n/iál-

hat) −%++vény∗ a.!ly!∋ 0él,á&l oly .),on é#∋!l.!(%n∃∗ 6o+y 

' ( 0-
<

∀
< !# , rugalmas alakvál∋o(á∀o∃ !∀!∋én  [ "" irre.re. ∀ ], 

' ( 0"<∀< !# , rugalmas-ké0lé∃!ny 6a∋á#on∗  

' ( 0.<∀< !# , ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀o∃ !∀!∋én  [ /%" irre.irre.re. ∀ ]. 

  

                                                 
9
 Az 5n2 ∋ö∃él!∋!∀!n ∃i−!1lõ,ö∋∋ ∃é0lé∃!ny álla0o∋ 6a∋á#a a ∃é0lé∃!ny ∋a#∋o.ányon 3!l%l∗ 6a a( anya+i 

jellemzõ∃∋õl −%++õ!n !+yál∋alán lé∋!(i∃2 Na+y ∀(á.3an vanna∃ olyan ö∀∀(!nyo.6at) anya+o∃∗ a.!ly!∃ 
má# a( a,o∋∋ i+ény3!vé∋!l 6a∋á∀á#a 6a.a#a33 ∋ön∃#!.!nn!∃∗ .i!lõ∋∋ ö∀∀(!nyo.6a∋a∋lanná vál∋a∃ volna2 
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 MÁSIK LEΒETÕSÉΧ, hogy # egy szakaszosan folytonos f%++vény∗ a.!ly!∋ 0él,á&l 

oly m),on é#∋!l.!(%n∃∗ 6o+y 

' ( 0"
<

∀
< !# , rugalmas alakvál∋o(á∀o∃ !∀!∋én  [ "" irre.re. ∀ ], 

' ( 0"<∀< !# , rugalmas-ké0lé∃!ny 6a∋á#on∗  

' ( 1"<∀< !# , ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀o∃ !∀!∋én  [ /%" irre.irre.re. ∀ ]. 

 A sz%∃∀é+!∀ Λ-1 vál∋á∀∋ a #-ben egy  ké∋∀(eres 0 HEAVISIDE�fél! !+y∀é+&+#á∀-f%++-

vény al∃al.a(á∀a a,6a∋1a< 

(5)  ' (
12

1
3
4

**

--
"0"0

,0é∀,ha,1

,0vagy,ha,0
,

<<<

<<<
<<

f

f

!

!
!   

 s ebben az esetben 

(6)              ' ( ' ( ' (<<<<< ## ~,, #0" !!  

7#6a∋). 

 Ez azt jelenti, hogy 0 = 0 esetén /∀a∃ #&+al.a∀ ∋a#∋o.ány3an va+y&n∃∗ .7+  0 = 1 

esetén már ké0lé∃!ny3!n2 Figyelembe veszi tehá∋, hogy a rugalmas alakvál∋o(á∀o∃ !∀!-

tén ∀o6a nin/∀!n!∃ .a#a,) ala∃vál∋o(á∀o∃2 E((!l ∀(!.3!n a ∃é0lé∃!ny ∋a#∋o.ányban, 

ha egy # álla0o∋3)l !l.o(,&l&n∃ !+y + álla0o∋3a∗ a∃∃o# ∃é∋ ∃%lön3ö(õ l!6!∋õ∀é+ van< 

- ha a deformá/i)∀ .&n∃a növ!∃∀(i∃ ?0l2 ∋!#6!lé∀növ!∃!,é∀nél9∗ ∋!6á∋ ál∋alá3an 6a 

0.<! , akkor a rugalmas é∀ a ∃é0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀o∃ !+ya#án∋ növ!∃szenek, 

tehá∋ ∃é0lé∃!ny 0ályán 6ala,&n∃∗ 

- ha a deformá/i)∀ .&n∃a /∀ö∃∃!n ?0l2 ∋!#6!lé∀/∀ö∃∃!n∋é∀nél9∗ ∋!há∋ ál∋alá3an 6a 

05<! , akkor a rugalmas alakvál∋o(á∀o∃ /∀ö∃∃!nn!∃∗ ,! a .a#a,) ala∃vál-

tozá∀o∃ é#∋é∃! n!. vál∋o(i∃∗ ∋!6á∋ #&+al.a∀ 0ályán 6ala,&n∃2 

 Van azonban egy szé0∀é+6i3á1a a (6) ö∀∀(!−%++é∀n!∃2 Azt sugallja, hogy a ké0lé-

keny állapot kialakulá∀a a ∋é#−o+a∋!+y∀é+#! 1&∋) ala∃vál∋o(á∀i .&n∃a −%++vény!, holott 

a gyakorlatban szá.o∀ anya+ !∀!∋én 1)val !+y∀(!#û33 a 6!ly(!∋2 É00!n !(é#∋ a ∋ová33i-

akban ré∀(l!∋!∀!33!n .!+vi(∀+ál1&∃ a 6a∋á#−!l∋é∋!l!∃!∋2 

 

2. MUNKA ALAPΜ HATÁRΑELTÉTELEK 

Az anyagban beköv!∋∃!(õ &+#á∀∀(!#û .inõ∀é+i vál∋o(á∀o∃a∋ a( i#o,alo.3an vál∋o-

zatos felté∋!l!∃6!( ∃ö∋i∃2  

Ezek egy ré∀(! k1lsõ feltétel (kritikus fesz%l∋∀é+∗ ,!−o#.á/i)∗ ∃á#o∀o,á∀∗ ∀∋329 a33an 

az é#∋!l!.3!n∗ 6o+y !+y a,o∋∋ 0a#a.é∋!# é#∋é∃é∋ a .inõ∀é+i változá∀ beköv!∋∃!(é∀!∃o# 

megmé#v! !.0i#i∃&∀an vél1%∃ −!l,!#7∋!ni a vál∋o(á∀ 3!∃öv!∋kezé∀én!∃ −!l∋é∋!l!i∋2  
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Má∀ #é∀(%∃ ,elsõ feltétel, amely esetén n!. −!l∋é∋l!n%l a vál∋o(á∀ ∃a0/∀án∗ 6an!. 

má∀ .),on .!+.é#∋ 0a#a.é∋!#!∃∃!l∗ ,! ál∋alá3an 3onyol&l∋a33 !l.élettel dolgozunk. 

Ilyenek pél,á&l a ∃%lön−él! ∀∋a3ili∋á∀i va+y 3i−&#∃á/i)∀ −!l∋é∋!l!∃2 A ∃é0lé∃!ny∀é+ 

magyará(a∋á#a ily!n 3!l∀õ −!l∋é∋!l∋ 1ava∀ol∋ VERHÁS, aki az objekt7v .o(-

gá∀!+y!nl!∋!∃∃!l ∃a0/∀ola∋o∀ ∀∋a3ili∋á∀v!∀(∋é∀∃én∋ .a+ya#á(∋a a ∃é0lé∃!ny∀é+!∋ [VER-

HÁS, (1985)], illetve VÁN, aki termodinamikai stabilitá∀v!∀(∋é∀∃én∋ é#∋!l.!(∋! (hasonl)an 

a fá(i∀á∋ala∃&lá∀o∃6o(9 a ∋ön∃#!.!n!∋!l∋ [VÁN (2001)].  

Az eddig ismert belsõ −!l∋é∋!l!∃ ∀0!/iáli∀ felté∋!l!∃6!( ∃ö∋ö∋∋!∃, a k%l∀õ∃ viszont 

önkényesek, emiatt nem igazán 1elen7tenek meg anyagtulajdonsá+o∋. Tipikus pél,ái 

ennek a fesz%l∋∀é+ala05 ∃é0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l!∃∗ a6ol a ∋a0a∀(∋ala∋o∃ l!7#á∀á6o( 

sz%∃∀é+ vol∋ #á∗ 6o+y pl. TRESCA ál∋al ∃!(,!∋3!n 1ava∀ol∋ !+y!∋l!n ∀∃alá# é#∋é∃!∋ a 

fesz%l∋∀é+∋é# ∃#i∋i∃&∀ −!l%l!∋!iv!l∗ .ajd ezeknek vándorlá∀á∋ l!7#) ∃on∀∋#&∃/i)∃∃al 

vál∋sá∃ −!l2 Ráa,á∀&l a ké0lé∃!ny∀é+n!∃ nemcsak a mennyisé+ileg jellemzett 

tulajdonsá+aina∃, hanem mé+ a teljesen minõ∀é+i 1!ll!+(!∋!∀sé+!in!∃ .!+é#∋é∀év!l i∀ 

s5lyo∀ 0#o3lé.á∃ vanna∃2 A ké0lé∃!ny∀é+ !∀!∋én ∋a0a∀(∋al∋ 6i∀(∋!#é(i∀ ?ill!∋v! a 

ferromá+n!∀!∀ 6i∀(∋!#é(i∀ is!) tö33 olyan sajá∋o∀∀á++al #!n,!l∃!(i∃∗ a.i miatt sem 

mezoszkopikus szinten � diszloká/i)∃ mozgá∀ával∗ ill!∋v! ,o.ain .á+neses 

momentumok á∋−o#,&lá∀ával �, sem makroszkopikus szinten � differenciál!+y!nletekkel 

� nem modellezhetõ ∃i!lé+7∋õ!n [BROKATE � SPREKELS (1996), MATOLCSI (2005)].  A 

hiszteré(i∀ ál∋aláno∀ termodinamikai magyará(a∋a ál∋alá3an 6iány(i∃, é∀ l!7#á∀a val)-

sz7nûl!+ vala.i 51 .!/6ani(.&∀∋ � folyamatokra vonatkoz) −!1lõ,é∀i !+y!nl!∋!∃ ,ina-

miká1á6o( ∃ö∋õ,õ .a∋!.a∋i∃ai ö∋l!∋!∋ � igény!l2  So∃an ∋!l1!∀!n ∀a1á∋o∀, a viszkozitá∀-

t)l∗ 6õv!(!∋é∀∋õl lény!+é3!n ∃%lön3ö(õ disszipá/i)∀ .!/hanizmuskén∋ ∋a#∋1á∃ ∀(á.on 

[KESTIN (1965)]. A fõ 0#o3lé.á∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+elmél!∋3!n ál∋alá3an a növ!∃.ény!∀ 

anyagtö#vény!∃ 3!v!(!∋é∀év!l ∃!#%li∃ .!+2 >i i∀ !(∋ a( &∋a∋ −o+1&∃ ∃öv!∋ni2  

 Ezidáig teljesen egysé+!∀!n ∃!(!l∋%∃ a <  té#−o+a∋!+y∀é+#! 1&∋) ,!−o#.á/i)∀ mun-

ká∋∗ 

6"6"6"
& Α%%tΑ%t< !! 1 , 

holott izotrop kontinuumokban k%lön3ö(õ #é∀(!∃3õl áll, aszerint, hogy az ö∀∀(!-

f%++é∀é3!n ∀(!#!0lõ ∋!n(o#o∃ ,!via∋o#i∃&∀ é∀ +ö.3i ∋!n(o#i −!l3on∋á∀á∋  v!∀∀(%∃-e 

[ o<<< Β %" ], amelyeket torzulá∀i é∀ ∋é#−ogati jelzõv!l ill!∋∋%n∃< 

6" Α%< Β  � torzulá∀i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a∗ 

6" ooo

Α
%

<
 � té#−o+a∋i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a∗ 

vagy a munká∋ #&+al.a∀ (reverzibilis) é∀ disszipat7v #é∀(#! 3on∋1&∃ Φ %7"
<

]: 

6"7
Α

%re.  �  rugalmas deformá/i)∀ .&n∃a∗  

6"
Α

%irre.  �  disszipá/i)∀ deformá/i)∀ .&n∃a, 
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vagy mind a kettõ∋ al∃al.a((&∃ Φ o7%7"7 Β , o
' %" ]: 

6"7 Α%
Β re.  �  rugalmas torzulá∀i .&n∃a∗  

6"7 ooo
Α

%re.  �  rugalmas té#−o+a∋i .&n∃a, 

6"
Α

%Β irre.  �  torzulá∀i ,i∀∀(i0á/i)∀ .&n∃a, 

ooo 6"
Α

%re.ir  �  té#−o+a∋i ,i∀∀(i0á/i)∀ .&n∃a. 
 

Nem megismé∋!lv! a ΦASSZONYI�VÁN�SZARKA (2007), 136-145. old.] le7#∋a∃a∋∗ 

rajzoltuk fel az Χ/ (,r(t, amely az anyagban beköv!∋∃!(õ .inõ∀é+i vál∋o(á∀o∃a∋ !+y-

sé+!∀!n .&n∃a ala05 ∃%l∀õ −!l∋é∋!l!∃6!( ∃ö∋i2  

Ez a javaslat a fent elmondottak fényé3!n ∋alán n!. a vé+∀õ .!+ol,á∀á∋ 1!l!n∋i a 

problé.a∃ö#n!∃∗ ,! .in,!n∃é00!n !+y !+y∀é+!∀∗ −i(i∃aila+ ∃é(!n−!∃võ é∀ a ∋a0a∀(∋ala-

tokkal megegyezõ −!l∋é∋!l#!n,∀(!#∋ !#!,.ény!(2 A ,!−o#.ál),á∀ ∀o#án .inõ∀é+i vál∋o-

zá∀o∃ ∃öv!∋∃!(n!∃ 3! a( anya+i 0on∋3an a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∗ a( ö∀∀(!nyo.6a∋)∀á+i 

hatá# á∋lé0é∀!∃o#2 ≅é+%l a ∋ön∃#!.!n!∋!li 6a∋á# !lé#é∀!∃o# a( anya+i ∃on∋in&i∋á∀ .!+-

szûni∃∗ va+yis ez a folytonos f%++vény!∃ é#∋!l.!(é∀i ∋a#∋o.ányána∃ 6a∋á#a2 

 

 
Χ/ (,ra 

 

Az Χ/ (,r(n a hivatkozott cikknek megfelelõ!n vanna∃ −!l∋%n∋!∋v! a ,i∀(∃on∋in&i∋á∀i 
hatá#o∃∗ ∀ !( a( Ν2 −!1!(!∋3!n al∃al.a(o∋∋ 1!lölé∀!∃∃!l a(∋ 1!l!n∋i∗ 6ogy 

(7)          ' (
' (
' (
' (1

2

1
3

4

"

∀

∀<

∀<

<f
Β

t

tk

Β

#

#

#

o  

s a ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l a Β< , a teljesen kifejlõ,ö∋∋ ∃é0lé∃!ny∀é+ 6a∋á#á∋ l!7#) 

felté∋!l a o< , m7+ a ∋ön∃#!.!n!∋!li 6a∋á#−!l∋é∋!l a(   �
 f%++vény!2 Ezt  az alapvetõ  

R∃galmas 
zóna 

  
elast 

Ké&lékeny (lla&ot2 anyag 
 zón(−a 

 

  
elast

  
 &last 

 

6öre%ezett (tönkrement) 
anyag zón(−a 

∗nyagkontin∃it(s megszûnt 

Deformá/i)k fejlõ,é∀! 

Az anyag 

ö∀∀(!nyo.6a∋) 

0o /8$  

6ökéletesen kife−lõ%ött 
ké&lékenység zón(−a 

max
oo $$ "  

t = 0 

''
f<< "  ΒΒ

f"  

Té#−o+a∋i 
deformáci)∃< 

 o  $ o  

Torzulá∀i 
deformá/i)∃< 

 

ma5<< oo "  

t  
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hipoté(i∀%n∃!∋ elvi indokokkal val)1á3an n!. ∋&,1&∃ alá∋á.a∀(∋ani∗ ,! !,,i+i vi(∀+ála-

taink nem mondanak ellent neki [ASSZONYI, CS. � RICHTER, R. (1975), VÁSÁRΒELYI, B. - 

DELI, Á2 - GÁLOS, M. AND VÁN, P. (2000)]. Ez mindö∀∀(! !+y val)∀(7nû∀7∋!∋∋ ∀!1∋é∀∗ ame-

lyet mindaddig használ&n∃∗ a.7+ n!. ∋alál&n∃ ∃i(á#) o∃o∋∗ va+y !ll!n∋é∋!∀ −i(i∃ai 3i(o-

ny7∋é∃o∋2  

 Az Χ /  (,ra jelölé∀!i a(∋ .&∋a∋1á∃∗ 6o+y a( 

' ( 0"
<

f , !  

' (
' (
' (1

2

1
3

4

"

"

"

∀

∀
< ∀

< Β
t

tk

Β
0

0

0

o

#

#

#

  ! 

1
1
2

11
3

4

"&

"&

"&

∀

∀
<< ∀

<< Β
t

Β Β
f

Β
0

0

0

max
oo  

f%++vény∋ a l!+!+y∀(!#û33 −o#.ában vett%∃ −!l210
 

Az f f%++vény o

'
, << ∀ o77 ∀

Β
, o

' ∀ vál∋o()i n!. −%++!∋l!n!∃ egymá∀∋)l∗ ∃ö(ö∋∋%∃ Ι 

egyenlet: 

o

<< Β
% %7" ,    o7%7"7

Β
,    o

' %"  

van, tehá∋ a −%++!∋l!n vál∋o()∃ ∀(á.a .aϑi.áli∀an 6á#o. l!6!∋2 Pon∋o∀an annyi∗ a6ány 

hatá#−!l∋é∋!l van2 E( !∀!∋l!+ 1!l!n∋6!∋i a(∋ i∀∗ 6o+y a 6a∋á#−!l∋é∋!l!∃ −%++!∋l!n!∃ !+y.á∀-

t)l2 A +ya∃o#la∋3)l ∋&,1&∃∗ 6o+y a( i,õ3!li l!−&∋á∀nál l!6!∋∀é+!∀ a(∗ 6o+y 

� az anyag elõ33 ∋ön∃#!.!6!∋∗ .in∋6o+y !lé#né a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋ ?∃é0lé∃!ny 6a∋á# 

alatti ismé∋!l∋ i+ény3!vé∋!l9∗ 

� az anyag tön∃#!.!6!∋ a∃∃o# i∀∗ 6a .á# á∋lé0∋! a ∃é0lé∃!ny∀é+i hatá#∋∗ ,! .in,vé+i+ 

ö∀∀(!nyo.6a∋)∗ 

� olyan tapasztalatunk azonban nincs, hogy az egyé3∃én∋ ∃o.0#i.ál6a∋) anya+ !lõ33 váli∃ 

ö∀∀(!nyo.6a∋a∋lanná, semhogy elé#né a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋, vagy pont a ké0lé∃!ny∀é+i 

hatá#nál válna ö∀∀(!nyo.6a∋a∋lanná2 

 A kutatá∀ok mai állá∀a .!ll!∋∋ a köv!∋∃!(õ∗ lehetõ legegyszerû33 6a∋á#−!l∋é∋!l!∃∃!l 

dolgozunk: 

  

 A KÉPLÉKENYSÉΧI ΒATÁR á∋lé0é∀! −!l∋!6!∋õ!n a '<
torzulá∀i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a 

egy '
f

<
 k%∀(ö3é#∋é∃énél tö#∋éni∃ [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007)], s 7+y  !nn!∃ −!l∋é∋!l!<  

  

A MAXIMÁLIS TORZULÁSI DEFORMÁCIÓS
11

 MUNKA ELVE: az 

anyag min%a%%ig r∃galmas (lla&ot,an mara%∀ am 3 g a 
<
� 

torz∃l(si m∃nka egy 
<
�f  k 1 szö,értéket el nem ér /  

 

 Mint a bevezeté∀3!n !.l7∋!∋∋%∃, ez a fajta felté∋!l 1)l !+y!(ik megfigyelé∀!∃∃!l 

fé.!∃, kõ(!∋!∃ é∀ .ûanya+o∃∗ ∃!#á.iá∃∗ ∀∋32 esetén, de talajok esetén má# n!. .in,i+2 

                                                 
10

 Tekinthetj%∃ !(∋ !+y MACLAUREN-sorfejté∀ !l∀õ ∋a+1ána∃2 
11

 Alaktorzulá∀i .&n∃a 
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A talajok viselkedé∀é∋ viszont tisztán ∃é0lé∃!ny∀é+i !l.él!∋!∃!n alapul) −o+al.a∃∃al 

dolgozzá∃ −!l az ut)33i anya+o∃ !∀!∋én i∀Ο 0él,á&l a MOHR-COULOMB-felté∋!l !l.él!∋i 

megalapozá∀a∃o#2 Feltevé∀%n∃ szerint má∀ (reol)+iai)  hatá∀o∃ ∃!l∋6!∋i∃ a(∋ a lá∋∀(a∋o∋∗ 

hogy a té#−o+a∋i #é∀(n!∃ i∀ van ∃é0lé∃!ny∀é+i ∀(!#!0!. A ké#,é∀ eldön∋é∀é6!( vi∀(on∋ a( 

elméletet ennek megfelelõ!n ∃!ll kifejten%n∃. Homályo∀an∗ va+y n!. #!n,!∀!n ∃i,ol-

gozott elmél!∋!∃3!n a 0#o3lé.á∃a∋ ∀o∃ái+ !l l!6!∋ −!,ni a( !l.él!∋ ∃öv!∋∃!(!∋l!n 

toldozgatásaival. Él!∀!n ∋alán ∀o6a n!. 3&∃∃anna∃ !lõ a 0#o3lé.á∃∗ .é+ !∀!∋l!+ a∃∃o# 

sem, amikor maga a fogalomké∀(l!∋ .á# ∋o∋áli∀an al∃al.a∋lanná vál∋ a ∋a0a∀(∋ala∋#)l 

tö#ténõ !∀(mecseré6!(2 A (ava#) ∋a0a∀(∋ala∋o∋ � k%lönö∀!n a −i(i∃ána∃ .é#nö∃i +ya∃o#-

latt)l ∋ávolabb esõ á+ai3an � hajlamosak vagyunk lény!+∋!l!nné vagy irreleván∀∀á 

minõ∀7∋!ni2  

 TÖKÉLETESEN KIΑEJLÕ;ÖTT KÉPLÉKENY ZÓNÁRÓL � ha az adott anyagnál !+yál∋alán 
lé∋!(i∃, � akkor szoká∀ 3!∀(élni∗ 6a a( anya+ a ∃é0lékeny alakvál∋o(á∀ ∀o#án !+y∀(!# 
csak ö∀∀(!nyo.6a∋a∋lanná váli∃2 ≅a+yi∀ a ∃é0lé∃!ny∀é+i ∋a#∋o.ány ∃é∋ ()ná#a o∀(li∃< 

elõ(õ3!n a( const/o$ , m7+ a .á∀i∃3an max
oo $$ "" const . Ez a hat(r feltehetõ!n a 

o7  rugalmas té#−o+a∋vál∋o(á∀i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a !+y max
o7  k%∀(ö3é#∋é∃énél van∗ ∀ 

7+y  !nn!∃ −!l∋é∋!l!<   

A MAXIMÁLIS RUGALMAS TÉRΑOΧATI MUNKA ELVE: az anyag 

min%a%%ig összenyomható mara%∀ am 3 g a o7  r∃galmas tér-

fogat.(ltoz(si m∃nka a max
o7  k1szö,értéket el nem éri/ 

 
 

 Mivel ekkor az max
oo $$ "" const  é#∋é∃ .á# n!. vál∋o(i∃∗ 7+y inn!n∋õl ∃!(,v! a 

té#−o+a∋i .&n∃a é#∋é∃! ∋ová33 n!. növ!∃∀(i∃ Φ ooo %7"< ], tehá∋ 3á#.!lyi∃ ∋é#-

fogati munka lehet hatá#−!l∋é∋!l∗ va+yi∀ a( ö∀∀(!nyo.6a∋)∀á+i 6a∋á#∋ a .á∀i∃ ∃é∋ .&n∃a-

kifejezé∀6!( i∀ ∃ö∋6!∋1%∃ Φ o
max

oo
max
oo

max
o MaxMax LL Ma5∀∀<< "7"7" ]: 

A MAXIMÁLIS TÉRΑOΧATI DEFORMÁCIÓS MUNKA ELVE: az 

anyag min%a%%ig összenyomható mara%∀ am3g a o<  térfo-

gat.(ltoz(si m∃nka a max
o<  k1szö,értéket el nem éri/ 

 

A MAXIMÁLIS TÉRΑOΧATI DISSZIPÁCIÓS MUNKA ELVE: az 

anyag min%a%%ig összenyomható mara%∀ am3g az o  térfogat-

.(ltoz(si %isszi&(ciós m∃nka az max
oL  k1szö,értéket el nem 

éri/ 

 

     A TÖNKRE>ENETELI ΒATÁR elé#é∀!∃o# a( anya+i ∃on∋in&i∋á∀ .!+∀(ûni∃∗ ∀ e hatá# 

az Β torzulá∀i ,i∀∀(i0á/i)∀ .&n∃a � a torzulá∀i ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a é∀ a ∋o#(&lá∀i 
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rugalmas (reverzibilis) munka k%lön3∀é+! � egy Βt  k%∀(ö3é#∋é∃énél van∗ a.!lyn!∃ 

feltétele: 

A MAXIMÁLIS TORZULÁSI DISSZIPÁCIÓS MUNKA ELVE: az 

anyag min%a%%ig megõrzi kontin∃it(s(t∀ am 3 g az '  torz∃-

l(si %isszi&(ciós m∃nka egy '
t  k 1 szö,értéket el nem ér /  

 

 A 2 /  (,ra egy egyenletesen növ!∃võ ,!−o#.á/i)∀ .&n∃a Φ stancons
<
"! ] esetén 

mutatja be az ö∀∀(!−%++é∀!∃!∋ é∀ a ∃ö(!l7∋õ a#ányo∃a∋2  

 
2 /  (,ra 

A tová33ia∃3an /∀a∃ a ∃é0lé∃!ny∀é+ ∀(!#!0én!∃ vi(∀+ála∋á#a ∀(o#7∋∃o(&n∃2  

Hivatkozott 2007-es tanulmány&n∃3an a( !n∋#)0ia−%++vény∋ 

(8)           ' (' ( ' (' ( îîî
2
1&" <∀∀es

Α
∀<∀∀es ##  

alakban vett%∃ −!l∗ .on,ván∗ 6o+y i(o∋#o0 !∀!∋3!n a( !n∋r)0ia a( e belsõ !n!#+ia∗ a(  

alakvál∋o(á∀i ∋!n(o#∗ ∋ová33á a #  ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l −%++vény!n ∃!#!∀(∋%l a <   

deformá/i)∀ .&n∃a∗ vala.in∋ a î  dinamikai vál∋o() −%++vény!∗ a( s~  pedig az entr)0ia 

egyens5ly3an∗ a.!lytõl val) !l∋é#é∀∋ a î  reprezentál1a2 

Az elõ33i!∃ ala01án a ké0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!lt nem a o
' <<< %"  ö∀∀(.&n∃a∗ 6a-

nem csak a '<
 alaktorzulá∀i .&n∃a −%++vényén!∃ ∋!∃in∋1%∃. Ekkor az entr)0iaf%++-

vény3en a ' (<
## "  helyett a ' (Β<

## " -t kell szerepeltetn%n∃ 

Mindezek alapján a ∋ová33ia∃3an a( !n∋#)0ia−%++vény∋ 

(9)     ' (' ( ' (' ( îîî !
2
1&" ΒΒ <∀∀es

Α
∀<∀∀es ##  

 

<
 

t o  

Β
f

 

 

7  

<
 

t 

R∃galmas 

tartom(ny 

Ké&lékeny 

tartom(ny Β
 

o
 

<
 

t 

Β
7  

o
7  

6
el

−
esen 

kife
−
lõ%ött 

ké&lékeny 

(lla&ot 

tartom(nya 

Β
t  

max

o
7  
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alak5na∃ ∋!∃in∋1%∃∗ é∀ é#vény!∀n!∃ .in, a #&+al.a∀∗ .in, a ∃é0lé∃!ny ∋a#∋o.ány3an 

egészen a kontinuitá∀ .!+∀(ûné∀éi+2 >in∋ .á# .on,∋&∃, az s~ az egyens5lyi álla0o∋3an 

lévõ ∃ö(!+ !n∋#)0iá1a∗ a î  pedig az egyens5ly∋)l val) !l∋é#é∀∋ #!0#!(!n∋ál1a∗ .in∋   ,ina-

mikai vál∋o(). Ez a feltevé∀ 3i(∋o∀7∋ani −o+1a î  kik%∀(ö3öl6!∋õ∀é+é∋ é∀ !+y!n∀5ly3an 

tö#∋énõ !l∋ûné∀é∋2 Αi+y!l!.#! .él∋)∗ 6o+y alakja a tö.!+!+y∀é+#! 1&∋) 2

2
1  kinetikus 

energia anal)+1a2 

 

3. AZ ANYAGTÖR≅ÉNY LE≅EZETÉSÉNEK ALAPJAI 

 

 Ezek után a .á# .!+∀(o∃o∋∋ &∋a∋ 1á#6atjuk. Az entr)0ia.é#l!+< 

(10)         0*"#$% ss
%t

%s
!" . 

Felté∋!l!((%∃, hogy az entr)0ia −luxusa a szoká∀o∀ .),on a 6õá#a.sû#û∀é+ é∀ a 6õ.é#-

sé∃l!∋ 6ánya,o∀a< 6 8s " . 

A fajlagos entr)0ia  

' (' (î,,,
'<

es
%t

%s
#!"  

szubsztanciáli∀ i,õ,erivál∋1á∋ ∃i∀(á.olva é∀ "-val szorozva  kapjuk, hogy 

(11)           

' (

9 :

' (

.
~~11

~~1

~~~
~

,,

'

'
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'

'
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'
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îî
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& << ss666 << ss6 <<ss
e

e

s
s

%t
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s<<ss
e

e

s
es

88 8  

 

Itt felhasznál∋&∃ a 1&"$" !"!<
 deformá/i)∀ ∋!l1!∀7∋.ény lo∃áli∀ −o#.á3)l 

szubsztanciáli∀ −o#.á3a ∋ö#∋énõ á∋7#á∀á∋Ο valamint a  

' ( 0''' "&; f

<<<
#  

ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l ala01án −!l7#∋  
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' ( ' ( ' ( 0~ '''' "&0"0; f

<<<<
##  

felté∋!l3õl12
 a  

'

'

'

~< s<<s

+

+
0"

+

+
+
+ !#

#
 

ö∀∀(!−%++é∀∋∗13
 mivel  

''''

~<<<<
+

+
0"

+

+
0%

+

0+
"

+

+ ##
#

#
,  

ahol 0 az elõ33i!∃3!n 3!v!(!∋!∋∋ 5n2 ∃é∋∀(!#!∀ HEAVISIDE-fél! !+y∀é+&+#á∀-f%++vény: 

12

1
3
4

**

--
"0

.0é∀,ha,1

,0vagy,ha,0
'''

''' <<< <<<
f

f

!

!
 

Ekkor a fenti (11) kifejezé∀3õl .!+∃a01&∃ a( !n∋#)0ia0#o,&∃/i)∋< 

(12)         0
11 11 *&

+

+
0%<

=

>
?
!

∀
+
+

%%$#" &&
îî !!!! """! ΒΒ8s << sΑs

Α666 , 

amelybõl  

0
11 *&

+

+
0%<

=

>
?
!

∀
+
+

% &&
îî !!!! 6<< sΑ6s

Α6 ΒΒ """ . 

Ha a teljes7∋.ény kifejezé∀!∃!∋ −!l7#1&∃ a ∋!n(o#o∃ ∀(o∃á∀o∀ +ö.3i é∀ ,!via∋o#i∃&∀ 

felbontá∀ával Φ oo %"%" % , ' ( ' (o111 &&& %" !!!
% ] torzulá∀i é∀ ∋é#−o+a∋i 

teljes7∋.ény!∃#! Φ
<

 =  
<  � 

 ❚  
<

o], akkor 7#6a∋)∗ 6o+y 

' (

' ( ' ( ' ( ' (
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' ( ' (/66 s
Α67< s

Α6s
Α6 66< s

Α6 7s
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 Ez az egyenlõ∋l!n∀é+ .in,!n ∋ová33i vi(∀+ál),á∀&n∃ ∃iin,&l)0on∋1a2  
 

                                                 
12

 [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 47. old.] 
13

 [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 58. old.] 
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 Mivel a % indexszel jelzett tenzori, é∀ a o indexszel jelzett skalár á#a.o∃ n!. /∀a-

tol),na∃∗ ezál∋al é∀∀(!#û −!l∋é∋!l!(n%n∃∗ 6o+y a nemnegativitá∀i −!l∋é∋!ln!∃ ∃%lön-k%lön 

is teljes%ln!∃< 

(13)      

' (

' ( .0:
~

,0:
~~

ooo
1

o

1
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*&<
=
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+
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+
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!!6s6 6< s6s6
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A (13) ö∀∀(!−%++é∀ a kontin∃∃mok mechanikai anyagtör.énye meghat(roz(s(nak 

ala&−a.  Eddigi feltevé∀!in∃ ∋!#.o,ina.i∃aila+ ∃on(i∀(∋!n∀ .),on ∃ö∋ik a rugalmassá+i 

állan,) .!+vál∋o(á∀á∋ � kemény!,õ ∃é0lé∃!ny∀é+i ∋ö#vény∋ �  a termodinamikai keret-

elmélethez. Viszont a referenciakonfigurá/i) áthelyezõ,é∀é∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#on 

mindez nem magyará((a .!+2 É0pen ezé#∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i felté∋!l növ!∃.ény!∀ 1!ll!-

gé∋  k%lön −!l∋é∋!l!∃∃!l ∃!ll 3i(∋o∀7∋an&n∃2 

 Az (13) egyenletet az entr)0ia−%++vény  

(14)            sssss lyinemegyens2egyens2lyi 8%"%" ~:  

fel7#á∀á3)l v!(!∋∋%∃ l!∗ a.!lynél a( !+y!n∀5lyi !n∋#)0iá∋ Φ s~ ] é∀ a( !+y!n∀5ly∋)l val) !l-

té#é∀∋ Φî ] vett%∃ ala0&l∗ a .á# !.l7∋!∋∋ 

îî
2
1))'(,,(~ &" <ess # . 

formá3an2  

A (13) egyenlet  a termodinamikai erõ∃ Φ   %  o] é∀ ∋!#.o,ina.i∃ai á#a.o∃ 
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 A köv!∋∃!(õ∃3!n az anyagtö#vény∋ � mint a (14) entr)0iá∋ � ké∋ ∃%lön3ö(õ !∀!∋#! 

szé∋3on∋va vizsgál1uk: 

 - egyens5ly !∀!∋é#!∗ é∀ a( 

 - egyens5lyon ∋5l2  
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4. AZ ANYAGTÖR≅ÉNY EΧYENSΜLYI ÁLLAPOTΠAN 

 

 

ÁLTALÁNOSAN. A nemdisszipat7v esetet a (13) egyenlõ∋l!n∀é+eknél az egyenlõ∀é+ 

fennállá∀a jellemzi. Egyens5lyi anya+/∀alá,o∋ a∃∃o# ∃a0&n∃∗ 6a a( !n∋#)0ia n!. f%++ a 

dinamikai vál∋o()∋)l [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 36-41. o.].  

Ennek megfelelõ!n a( izotro& kontin∃∃mok anyagtör.énye nem%isszi&at3.∀ egyen-

s2lyi eset,en: 
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Ez az ö∀∀(!−%++é∀∗ .iv!l !,,i+ ∀!..i−él! .!+∃ö∋é∀∋ n!. ∋!∋∋%n∃∗ #&+al.a∀ é∀ 

ké0lékeny álla0o∋3an !+ya#án∋ é#vény!∀, tetszõl!+!∀ alakvál∋o(á∀o∃ esetén. 

 Az anyagtö#vény∋ ál∋alá3an n!. a(  alakvál∋o(á∀∀al∗ 6an!. a  deformá/i)val 

szoká∀ −!l7#ni Φ     ], hogy a deformála∋lan álla0o∋o∋ n! a(  identitá∀∀al∗ 6an!m a  

nulla álla0o∋∋al 1!ll!.!((%∃2  
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 Izotro& kontin∃∃mok anyagtör.énye egyens2lyi (lla&ot,an deviá∋o#o∀ −o#.á3an<  
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 A (16) ö∀∀(!−%++é∀ .!+é#n! !+y .ély!33 !l!.(é∀∋∗ &+yani∀ lá∋∀(i∃∗ 6o+y a( 

�  fesz%l∋∀é+∋!n(o# e8  deviá∋o#o∀ #é∀(! /∀a∃ a  deformá/i)∋!n(o#  deviá∋o#o∀ 

(nyomnél∃%li9 #é∀(é∋õl −%++∗ .7+ a 

� e8
o!  gö.3i ?∋é#−o+a∋vál∋o(á∀i9 #é∀( 5+y lá∋∀(i∃∗ .in∋6a n!./∀a∃ a ,!−o#.á/i) 

gö.3i #é∀(é∋õl∗ 6an!. a ,!viá∋o#o∀∋)l i∀ −%++n!2  

 Eddig nem tett%n∃ ∃%lön3∀é+!∋ a #&+al.a∀ é∀ a ∃é0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀ ∃ö(ö∋∋2 A( 

elválá∀ a  deformá/i)∋!n(o# � illetve  é∀ $o alkot)i3an � van. 

 

 RUGALMAS ÁLLAPOT. Rugalmas álla0o∋3an nin/∀ 0la∀(∋i∃&∀∗ ill!∋v! .a#a,) ,!−o#-

má/i)∗ ∋!6á∋ 
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elast !   

elast 
 é∀ $o = $o

elast
. 

Vagyis formáli∀an a (16) anyagtö#vény 5+y áll −!nn∗ 6o+y a 0 = 0 é#∋é∃!∋ v!∀∀(%∃2 

Mivel a rugalmas egyens5lyi álla0o∋ a( !+y!∋l!n #!v!#(i3ili∀ álla0o∋∗ !(é#∋ a re.
 indexet is 

szoká∀ 6a∀(nálni< 
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Ha figyelembe vessz%∃ a( ΦASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 69-80. old.] közöl∋!∃!∋∗ 

miszerint (10) a HOOKE-tö#vénny!l i∀ l!7#6a∋)∗ a∃∃o# 
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 Ö∀∀(!vonva a ,!viá∋o#o∀ é∀ +ö.3i #é∀(∋∗ .!+∃a01&∃ a( anya+!+y!nl!∋ −!∀(%l∋∀é+- é∀ 

deformá/i)∋!n(o##a vonatkoz) ö∀∀(!−%++é∀é∋< 
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 KÉPLÉKENY ÁLLAPOT. Ké0lé∃!ny álla0o∋ onnan ∃!(,õ,i∃∗ 6o+y .!+1!l!nn!∃ a 

plasztikus, illetve a marad) ,!−o#.á/i)∃2 Ti∀(∋án ∃é0lé∃!ny álla0o∋3an � amikor a szi-

gor5 ''
f<< .  egyenlõ∋l!n∀é+ áll fenn, � a deformá/i) a 

(19)            
elast

 + 
 &last !   

elast
 +

 
 

 &last  é∀ $o = $o
elast

, 

ö∀∀(!−%++é∀!∃∃!l 7#6a∋) l!∗ a.!ly ∃i−!1!(i∗ 6o+y a /∀&0án a ∋o#(&lá∀i álla0o∋na∃ van 6a-

tá∀a a ∃é0lé∃!ny∀é+ ∃iala∃&lá∀á#a2 Általá3an (11) a 

(19a)            
elast

 + 0  &last !   
elast

 +
 
 0  &last  é∀ $o = $o

&last
 

formá3an 7#6a∋)2  

 Alapvetõ !l.él!∋i −!l∋!vé∀%n∃∗ 6o+y .arad) ala∃vál∋o(á∀o∃ a∃∃o# lé0n!∃ −!l∗ a.i-

kor a rugalmas tartomány3)l a ∃é0lé∃!ny ∋a#∋o.ány3a lé0%n∃ á∋2 A termodinamikai ál-

lapotté# ké∋ ∋a#∋o.ányá3an min%ig az ∃tol−(ra (tlé&ett hat(rhoz .iszony3t−∃k a megfelelõ 

alak.(ltoz(sokat és fesz1ltségeket. Az anyagot a ké0lé∃!ny ∋a#∋o.ány3an i∀ #&+al.a∀-

nak � speciáli∀an −olyé∃onyna∃ � tekintj%∃∗ ál∋alá3an ∃i∀!33 #&+al.a∀∀á+i állan,)∃∃al2 

A ké0lé∃!ny∀é+i !l.él!∋!∃ l!+∋ö331é3!n 0on∋o∀an !((!l a .o,!ll!(é∀i !l1á#á∀∀al ∋alál∃o-

zunk, azaz a tartomány 6a∋á#á6o( vi∀(ony7∋o∋∋ ,!−o#.á/i)∃∃al é∀ −!∀(%l∋∀é+vál∋o(á∀o∃-

kal [KESTIN (1965), KALISZKY (1975), BERTRAM (2005)]. Ez a ké0lé∃!nysé+tant meglehe-

tõ∀en sajá∋o∀ é∀ n!6é( á+ává ∋!∀(i a ∃on∋in&&.!/6ani∃ána∃2 E(∋ a( !l1á#á∀∋ jobb h7ján 

mestersé+!∀!n � annak minden hibá1ával !+y%∋∋ � kell a termodinamikai há∋∋é##!l ö∀∀(!-

é07∋!n%n∃∗ a( !+y∀é+!∀ −o#.á15 anya+∋ö#vény3!n a vi∀(ony7∋á∀i 0on∋o∋ .in,i+ a l!+&∋ol-

s) 6a∋á#vál∋á∀6o( vi∀(ony7∋va2 

 Ha 0 = 1 é#∋é∃!∋ 6!ly!∋∋!∀7∋%n∃ a ?16) egyenletbe, akkor a  
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illetve, hogy a megszokott ö∀∀(!−%++é∀∀!l ö∀∀(!6a∀onl7∋6a∀∀&∃∗ vé+#!6a1∋&n∃ !+y 
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 AZ ANYAGI PARAMÉTEREK TERMODINAMIKAI ÖSSZEΑΘΧGÉSE. A (18a) é∀ a ?20a) 

kifejezé∀!∃ alapján a vé+!∀ ,!−o#.á/i)∃3)l !#!,õ n!.lin!a#i∋á∀o∃a∋ az egyens5lyi 

anyagtö#vény anyagállan,)iba rejtj%∃ !l, alkalmas jelölé∀∀!l: 
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Az utols) !+y!nl!∋ ∋!∃in∋6!∋õ a K anyagi paramé∋!# ,!−in7/i)1ána∃∗ ,! a( !l∀õ ∃é∋ 

kifejezé∀ /∀a∃ ∀0!/iáli∀ !∀!∋ekben, pél,á&l i,!áli∀an #&+al.a∀ anya+o∃ é∀ ∃i∀ ,!−o#.á/i-

)k esetén2 Na+y ,!−o#.á/i)∃ !∀!∋én nin/∀ olyan ∋!#.o,ina.i∃ai 0o∋!n/iál3)l ∀(ármaz-

tathat)∗ 6i0!#!la∀(∋i∃&∀ anya+∋ö#vény∗ a.!ly (llan%ó 
Ε

 é∀ K egy%∋∋6a∋)∃∃al a −!n∋i li-

neá#i∀ ala∃o∋ a,ná [VÁN-ASSZONYI (2006)]. A tová33ia∃3an a(on3an kény!l.i ∀(!.-

pontb)l a fenti jelölé∀!∃!∋ −o+1&∃ al∃al.a(ni2  

 RUGALMAS-KÉPLÉKENY ÁLLAPOT. Lá∋tuk, hogy a deformá/i)∃ ∋!l1!∀ é∀ −oly∋ono∀ 

tartományán /∀a∃ !+y!∋l!n anya+∋ö#vény lé∋!(i∃∗ a.!lyn!∃ !,,i+ /∀a∃ a ∋i∀(∋án #&+al-

mas [ ''
f

<<
- ], é∀ a ∋i∀(∋án ∃é0lé∃!ny Φ ''

f

<<
. ] ré∀(é∋ 7#∋&∃ −!l2 A ,!−o#.á/i)∃ ∋!l1!∀ 

tartományána∃ l!7#á∀á6o( ismé∋ a 0 ké∋∀(!#!∀ HEAVISIDE-fél! !+y∀é+&+#á∀−%++vény∋ 
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fogjuk használni2 Ezzel fel7#6a∋) a #&+al.a∀ é∀ 0la∀(∋i∃&∀ ∋a#∋o.ány3an !+y∀é+!∀!n é∀ 

folytonosan a deformá/i)< 

(22)     
&lastelast 0%" . 

Azé#∋ ∃!ll a ∃é∋∀(!#!∀ 0, mert az anyag nemcsak akkor viselkedik rugalmasan, ha mé+ n!. 

lé0∋! á∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋∗ 6an!. a∃∃o# i∀∗ a.i∃o# .á# á∋lé0∋!∗ ,! a ∃é0lé∃!ny ∋a#-

tomány3an /∀ö∃∃!n a( ala∃∋o#(&lá∀i .&n∃a214 A (14) egyens5lyi álla0o∋3an∗ .i∃o# a( i,õ-

beli vál∋o(á∀ (é#&∀, 

12

1
3
4

*8*

-8-
"0

0é∀ha1

0vagyha0 ΒΒ
f

Β ΒΒ
f

Β <
∀

<<
∀

∀
<

∀
<<

∀
 

alak52 

 A (21) defin7/i) ala01án a( ál∋aláno∀ !+y!n∀5lyi anya+∋ö#vény  
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amely má# a <  �
 é#∋é∃é∋õl −%++!∋l!n anya+!+y!nl!∋2 E33õl a 

0 = 0 é#∋é∃ a,1a a ∋i∀(∋án #&+al.a∀ vi∀!l∃!,é∀∋<  Ε
2" , 

0 = 1 é#∋é∃ a,1a a ∋i∀(∋án ∃é0lé∃!ny vi∀!l∃!,é∀∋<  

' ( ' ( f&l&lf&lf ΕΕΕΕΕ 222vagy,22 &%"&%" . 

 

5. AZ ANYAGTÖR≅ÉNY TΜL AZ EGYENSΜLYI ÁLLAPOTON 

 

 Az egyens5lyi anya+∋ö#vény∋ a 
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ö∀∀(!−%++é∀3õl v!(!∋∋%∃ l! oly .),on∗ 6o+y a( !+y!nlõ∋l!n∀é+ 6!ly!∋∋ ∀(i+o#5 !+y!nlõ-

sé+!∋ v!∋∋%n∃2 Az egyens5lyon ∋5li 6!ly(!∋3!n azonban má# lény!+!∀∗ 6o+y a( !n∋r)0ia-

produktum pozit7v2 A(  

                                                 
14

 Kö(∋&,o∋∋∗ 6o+y ∋!6!#.!n∋!∀7∋é∀ !∀!∋én #&+al.a∀ 0ályán ∋ö#∋éni∃ a .o(+á∀2 
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irreverzibilis fesz%l∋∀é+∋!n(o##al: 
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 Az anyagtö#vény∋ l!+∋ö33∀(ö# a( 5n2 ∋é#−o+a∋vál∋o(á∀i é∀ ∋o#(&lá∀i ala∃3an al∃al.a(-
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lenni%∃∗ n!./∀a∃ a( ö∀∀(!+%∃n!∃2 

 A (26) egyenlõ∋l!n∀é+ .!+ol,á∀a .in∋ .á# lá∋∋&∃ ΦASSZONYI (2006), ASSZONYI-
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egyenletek megoldá∀a #évén∗ ahol  egy negyedrendû � pozit7v definit szimmetrikus 

ré∀(û � impulzusvezeté∀i ∋!n(or má∋#iϑa∗ vala.in∋ % é∀ o annak felbontá∀a2 Fizikai 

jelentõ∀é+! van anna∃∗ 6o+y n!./∀a∃ ∀(i..!∋#i∃&∀ v!(!∋é∀i ∋!n(o#o∃a∋ !n+!,%n∃ .!+2 
Erre a ké#,é∀#! a ∃ö∋!∋ ∃öv!∋∃!(õ 7#á∀á3an ∋é#%n∃ ∃i ré∀(l!∋!∀!33!n [FΘLÖP-VÁN-

ASSZONYI-HORVÁTΒ (2008)]. 

 A fenti % é∀ o má∋#iϑo∃ −!l∋%n∋!∋!∋∋ ∃o.0on!n∀!i i(o∋#o0 anya+o∃3an ∀∃alá#o∃ ?a 

megfelelõ #!0#!(!n∋á/i)∀ ∋é∋!l!∃ é#∋!l.é3!n92 E∃∃o# az egyenletrendszer megoldá∀a a 
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 A (24) egyens5lyi anya+∋ö#vény 
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Ennek megfelelõ!n a( izotró& kontin∃∃mok anyagtör.énye a köv!∋∃!(õ< 
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 A KΘLÖNΠÖZÕ ;EΑOR>ÁCIÓK. Nagyon é#,!∃!∀ !#!,.ény∗ 6o+y a( !+y!n∀5lyi álla-

potban jelentkezõ },{ o$" deformá/i)∃ .!ll!∋∋, a nemegyens5lyi 6!lyzetben ettõl 

elté#õ }~,
~

{
~

o$
!!! " deformá/i)∃ ?6!ly!∀!33!n ,!−ormá/i)∀!3!∀∀é+!∃ é∀ ,!formá/i)-

gyorsulá∀o∃9 is jelentkeznek.  

 A gyakorlati feladatok megoldá∀á6o( a( anya+∋ö#vény3!n ∀(!#!0lõ anyagi paramé-

terek konkré∋∗ a,o∋∋ anya+#a vona∋∃o() é#∋é∃én!∃ i∀.!#!∋! ∀(%∃∀é+!∀2 A( anyagi para-

mé∋!#!∃!∋  ál∋alá3an la3o#a∋)#i&.i é∀ in situ mé#é∀!∃∃!l 6a∋á#o((&∃ .!+2 ≅!+y%∃ 0él,á-

nak a legegyszerû33!∋∗ a( !+y∋!n+!lyû la3o#a∋)#i&.i nyo.)∃7∀é#l!∋!∋∗ .!#∋ !nnél a( 

$" elmozdulá∀+#a,i!n∀ ∀zimmetrikus, ezé#∋ a $%" "  mozgá∀+#a,i!n∀ i∀ ∀(i.-

metrikus, 7+y a( "" 6  alakvál∋o(á∀i ∋!n(o# .!+!+y!(i∃ a .o(+á∀+#a,i-

enssel,  s a deformá/i) ∋!n(o# $" " alak52  

 Egytengelyû álla0o∋3an a kk $$$"  diagonáli∀ ,!−o#.á/i)∋!n(o#na∃ /∀a∃ 

ké∋ (é#&∀∋)l −%++!∋l!n ∃o.0on!n∀! van∗ a( $ tengelyirány5∗ é∀ $k keresztirány5 −a1la+o∀ 

ny5lá∀2 A .é#é∀ ∀o#án 8l hosszvál∋o(á∀∋∗ é∀ 8k keresztmetszet-vál∋o(á∀∋ #!+i∀(∋#ál&n∃∗ 

amelyet az eredeti mé#!∋6!( vi∀(ony7∋va áll7∋1&∃ !lõ a ,!−o#.á/i) ?−a1la+o∀ ny5lá∀9 
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s az  $!~ deformá/i)∀!3!∀∀é+3õl .a+a a( $~ deformá/i)<  

' (9 : ∀ln%%t%t
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1ln~$ . 

integrálá∀∀al a,),i∃ ?l,2 Η /  (,ra).  

 

Ezek szerint az egytengelyû .é#é∀!∃ ∃ié#∋é∃!lé∀énél a( $-nal é∀ a( ln?ΝΡ$)-nal egya-

rán∋ ∃!ll!n! ,ol+o(n&n∃2 J)l lá∋∀(i∃ azonban, hogy csak nagyon nagy deformá/i)∃nál 

té# !l a ∃é∋−él! ,!−o#.á/i) !+y.á∀∋)l∗ ∋!6á∋ l!+∋ö33∀(ö# !l!+!n,õ a .!+∀(o∃o∋∋ ,!−o#-

má/i)val alkalmazni.
15

 

Ál∋aláno∀an∗ va+yi∀ n!. !+ytengelyû !∀!∋3!n é∀ n!. ∀(i..!∋#i∃&∀ .o(+á∀+#a,i!n∀ 
esetén !( a −o#.a n!. 6a∀(nál6a∋)∗ &+yani∀ a( anal)+ 

' (' (%$$%"%" ""lnln
~ Ι encky , 

amelyet HENCKY-fél! ,!−o#.á/i)∋!n(o#na∃ n!v!(6!∋nén∃ ?.!#∋ a −!l7#á∀ a( !+y∋!n+!lyû 

esetre HENCKY-tõl ∀(á#.a(i∃9∗ n!. a,1a ∃i a ' ( 1~ &%" !! ö∀∀(!−%++é∀∋2 

[FΘLÖP, T. (2008)] tanulmánya ezzel a ké#,é∀∀!l #é∀(l!∋!∀!n foglalkozik. 

Ha a deformá/i)∀ álla0o∋ a( !+y!n∀5lyi álla0o∋6o( ∋a#∋ � abban az é#∋!l!.3!n∗ 6o+y 

nem vál∋o(i∃ ∋ová33 �, akkor a 
~

 ál∋aláno∀ ,!−o#.á/i)∋!n(o# i∀ az idõ .5lá∀ával 

( ∋(t ) az egyens5lyi  deformá/i)∋!n(o#6o( ∃onv!#+ál< 
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AZ ANYAGTÖR≅ÉNY EΧYETLEN DEFORMÁCIÓ≅AL. Ha megengedj%∃ a ∃é∋−él! 

deformá/i)#a a ' ( !!! &%" &1~
 felté∋!l∋∗ a∃∃o# a( anyagtör.ény a 

(32)  
' (' ( ' (' (

' ( ooooooooo 323

,2222222

$'$(&$!(!

'(&((

!!!!

!!!!!

%%%"%

%&0&%&&0&%"%

KK

ΕΕΕΕΕΕ &lf&l
 

 

alakot öl∋i2 E(∋∗ 6a −!l3on∋1&∃ a ∃é∋ ∃%lön3ö(õ álla0o∋#a∗ a∃∃o# 
 

R∃galmas (lla&ot,an [0 = 0]: 
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ahol (  � a relaxá/i)∀ i,õ∗  ( o  � a té#fogati relaxá/i)∀ i,õ∗ 
 2Ε  � a cs5∀(∋a∋) #&+al.a∀∀á+i .o,&l&∀∗ 3K  � a kompresszibilitá∀i .o,&l&∀∗ 
 2)  = 2& +2Ε(  � a viszkozitá∀i ∋ény!(õ∗  3K. = 2& o +2Ε( o � a viszkozitá∀i ∋ény!(õ∗ 
  '   � a tehetetlensé+i ∋ény!(õ∗  ' o  � a té#−o+a∋i ∋!6!∋!∋l!n∀é+i tény!(õ∗  

                                                 
15

 1%-os elté#é∀ a ΝΣΤ-os ny5lá∀nál 1!l!n∋∃!(i∃2 
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Ké&lékeny (lla&ot,an [0 = 1]: 
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ahol 2
Ε

&l  � a ké0lé∃!ny /∀5∀(∋a∋) .o,&l&∀∗ 
 2)&l =2& + 2

Ε
&l( a ké0lé∃!ny vi∀(∃o(i∋á∀i ∋ény!(õ∗ 

7+y< 
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 A termodinamikai alapokb)l !nnél ∋ö33 n!. v!(!∋6!∋õ l!2 A( o,%"  impul-

zusvezeté∀i ∋!n(o# szimmetrikus ré∀(én!∃ pozit7v ,!−ini∋ vol∋á3)l a 
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felté∋!l!∃ a,),na∃. Ezeknek köv!∋∃!(.ény!i: 
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amelyekhez tá#∀&l .é+ a( !+y!n∀5lyi álla0o∋3)l, az entr)0ia−%++vény n!+a∋7v ,!−ini∋á-

sá3)l ad),) 

(36)            02,02,03,02 .... &lΕKΕ )  

felté∋!lrendszer. 

 Az anyagtö#vény3!n ΝΛ anya+állan,) ∀(!#!0!l∗ a.!ly3õl Υ a #&+al.a∀ álla0o∋6oz, 2 

a ké0lé∃!ny álla0o∋6o( ∋a#∋o(i∃2 

Ezt az eredmény∋ a(on3an !+yál∋alán n!. é#!((%∃ .!+ny&+∋a∋)na∃2 Enn!∃ ∋ö33 o∃a 

is van: 

 (a) Izotrop esetben az anyagegyenletben � ellenté∋3!n a ∋ö∃él!∋!∀!n anizotrop eset 

21 vezeté∀i −%++vényév!l ∀(!.3!n, � csak ké∋ vezeté∀i −%++vény ∀(!#!0!l6!∋2 E+yi∃ a 

torzulá∀i ,!−o#.á/i)∃6o(∗ .á∀i∃ a ∋é#−o+a∋i ,!−o#.á/i)∃6o( ∋a#∋o(i∃2 Enn!∃ !∃la∋án∀ 
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pél,á1a !+y!n∀5lyi !∀!∋3!n a ∃ö(i∀.!#∋ ∃é∋ LAMÉ-állan,)∗ a.!ly6!( a lin!á#i∀ !∀!∋ ∋a#-

tozik: 

,

,

oo ❶&""   ! 
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,2

oo K

Ε
"

"
 

A & é∀ * állan,)∃a∋ ∃é∋ ál∋aláno∀ v!(!∋é∀i −%++vény ∀o#−!1∋é∀! !l∀õ ∋a+1ána∃ i∀ ∋!-

kinthetnén∃2 

(b) Ál∋aláno∀ !∀!∋3!n lineá#i∀ anya+∋ö#vény!∃ !∀!∋én legalá33 annyi anyagi para-

mé∋!#∋ vá#&n∃∗ ahány vál∋o()∋)l −%++ a( anya+∋ö#vény< 

' ("" !!!!! ,
~~

% ,  ' ("" ooooooo ,
~~ !!!!! , 

tehá∋ .ini.áli∀an ΝΛ-et.  

 (c) Bizony7∋o∋∋&∃ ΦASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 100. old. (10)], hogy a 
Ε

 é∀ ) 

modulusok ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á# á∋lé0é∀! &∋áni .!+vál∋o(á∀a csak lá∋∀()la+o∀∗ ∋!6á∋ a 
Ε

&l 

é∀ )&l ké0lé∃!ny∀é+i .o,&l&∀ok nem lehetnek f%++!∋l!n!∃ a  
Ε

-tõl é∀ a )-t)l2 E(∋ a 

f%++é∀∋ a ∃é0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l ,!∋!#.inál1a2 N!./∀a∃ 5+y∗ 6o+y .!+a,1a, mikor-

t)l 1!l!nn!∃ .!+ a .a#a,) ,!−o#.á/i)∃∗ 6an!. 5+y i∀∗ 6o+y .!+a,1a a #&+al.a∀ é∀ 

plasztikus anyagállan,)∃ ∃ö(ö∋∋i ö∀∀zef%++é∀∋2 

 (d) É#,!∃!∀∀é+! a ?ΗΙ9 tehetetlenségi stan%ar% mo%ellnek, hogy a ké0lé∃!ny álla-

potban csak a r∃galmas é∀ .iszkóz∃s (belsõ ∀5#l),á∀i9 [2Ε, 2)] anyagállan,) vál∋o(i∃∗ a 

rela5(ciós é∀ tehetetlenségi [(,'] anyagállan,) vál∋o(a∋lan. Ez termodinamikai mo-

dell%n∃ ∃öv!∋∃!(.ény!2 

 A (  relaxá/i)∀ i,õ vál∋o(a∋lan∀á+á#a tudunk adni szemlél!∋!∀ magyará(a∋o∋2 Enn!∃ 

az paramé∋!#n!∃ az igazi szerepe � mint neve is mutatja, � a relaxá/i) ?#ö+(7∋!∋∋ 

deformá/i) !∀!∋én 3!∃öv!∋∃!(õ −!∀(%l∋∀é+!#ny!,é∀9 ∀o#án .&∋a∋∃ozik meg. A rrelaxá/i) 

ugyanis olyan mechanikai folyamat, amelynél a Β<  munka é#∋é∃! n!. növ!∃∀(i∃, a de-

formá/i) állan,) lévén. Ekkor a Β<! = 0, tehá∋ a −olya.a∋ .in,i+ #&+al.a∀ vál∋o(á∀∋ 

szolgál∋a∋∗ ∋!6á∋ a &last(  minden kö#%l.ény!∃ ∃ö(ö∋∋ .!+ ∃!ll !+y!((!n a (( "elast  é#-

té∃év!l2 

 A '  tehetetlensé+i paramé∋!# vál∋o(a∋lan∀á+ána∃ .a+ya#á(a∋á#a n!. ∋&,&n∃ ily!n 

szemlél!∋!∀ ∃é0!∋ a,ni. 

 A [2Ε, 2)] ! [2Ε&l, 2)&l] vál∋o(á∀ o∃á#a∗ .),1á#a a termodinamikai m),∀(!# a, 

magyará(a∋o∋2 

 Az az elmél!∋i j)∀la∋∗ hogy a rugalmassá+i .o,&l&∀∋ ∃é0lé∃!ny∀é+i .o,&l&∀∀á 

vál∋o(∋a∋) ∋ény!(õ vál∋o(∋a∋1a .!+ a vi∀(∃o(i∋á∀∋ i∀, modell%n∃ !+yi∃ él!∀∗ ∃7∀é#l!∋!∃∃!l 

szembes7∋6!∋õ !lõ#!1!l(é∀!2  
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 Az anyagtö#vény3!n ∋!6á∋ ς anyagi paramé∋!# szerepel, amelybõl Υ a #&+al.a∀ 

álla0o∋6o(∗ Ν a ∃é0lé∃!ny álla0o∋6o( ∋a#∋o(i∃2 Ezen k7v%l a 6a∋á#−!l∋é∋!l∋ .!+6a∋á#o() 

ké0lé∃!ny∀é+i .&n∃a é#∋é∃! tartozik ide. 

 

 

6. REOLÓΧIAI ANYAΧ>O;ELLEK ALKALMAZÁSA MAGYARORSZÁΧON 

 
 

Hazán∃3an a #!ol)+iai .o,!ll!∃ 3ányá∀(a∋i é∀ .élyé07∋é∀i al∃al.a(á∀a é∀ ∃&∋a∋á∀a 

tö33, mint félév∀(á,o∀ .5l∋#a ∋!∃in∋6!∋ vi∀∀(a2 A 6a(ai ∃on∋in&&..!/6ani∃ai i#o,alo.-

ban ezek kö(%l /∀a∃ a(o∃na∃ a .&n∃á∃na∃ vol∋ i+a(i 1!l!n∋õ∀é+!∗ a.!lyeknek elvi alap-

jai is voltak. :+y /∀&0án a ∃7∀é#l!∋!∃ −á(i∀á3a ∀o#ol6a∋1&∃ .in,a(o∃a∋ a .&n∃á∃a∋ ?0l2 

NEWTON-test, KELVIN-VOIGT-test, MAXWELL-test, stb. alkalmazá∀a9∗ a.!ly!∃ n!. ∋!∃in∋-

hetõ∃ #!áli∀ ∀(ilá#, ∋!∀∋!∃n!∃2 Igaz ugyan, hogy elõ#!lé0é∀∋ 1!l!n∋!ttek az idõ−%++õ −o-

lyamatok elemzé∀énél∗ n!. 3!∀(élv! a +ya∃o#la∋i al∃al.a(á∀o∃#a +ya∃o#ol∋ ∋!#.é∃!-

ny7∋õ 6a∋á∀&∃r)l2 Tö#∋én!∋i 1!l!n∋õ∀é+û vol∋ 0l2 a REUSS-PRANTL-test, mert lé0é∀∋ 1!l!n∋!∋∋ 

a ké0lé∃!ny #!ol)+iai .o,!ll!∃ i#ányá3a∗ ∀ ∋&,a∋−o#.ál) ∀(!#!0! sem lebecs%l!n,õ∗ 

azonban nem é0%l∋ ∃o##!∃∋ !l.él!∋i ala0o∃#a∗ in∃á33 ∋a0a∀(∋ala∋i ∋ény!∃6!( 0#)3ál∋ !l-

mél!∋i 3á(i∀∋ ∃#!álni2 Enn!∃ o∃a a( i∀∗ 6o+y a ∃o#a3!li #!ol)+ia .é+ n!. ∋alál∋a .!+ a 

mechanikával ∃ö(ö∀ ∋!#.o,ina.i∃ai +yö∃!#!∃!∋2 

Izotrop kontinuumok reol)+iai .o,!ll1! .!+al∃o∋á∀ána∃ é∀ al∃al.a(á∀ána∃ l!+−on-

tosabb állo.á∀ai 6a(án∃3an a ∃öv!∋∃!(õ∃ vol∋a∃< 
 

ELSÕ � CSUPÁN RΕΧAL>AS � MODELL [1967]: a klasszikus POYNTING-THOMSON-fél! 

5n2 #&+al.a∀ ∀∋an,a#, ∋!∀∋< 

(i)  
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ahol az anyagállan,)∃ ∀(á.a 4< 

Ε  � rugalmas cs5∀(∋a∋) .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗ 
K  � kompresszibilitá∀i .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗  

)  � viszkozitá∀i !+y%∋∋6a∋) Φ>Pa h], 

(   � relaxá/i)∀ i,õ Φ6Ξ2 

Ez az anyagmodell, � amelyet k%l−öl,ön .á# korá33an i∀ al∃al.a(∋a∃, � spekulat7v 

5∋on 1ö∋∋ lé∋#!∗ ∀ a(∋ a −!l∋é∋!l!(é∀∋ ∋a#∋al.a(∋a∗ 6o+y a ∋é#−o+a∋vál∋o(á∀ i,õ−%++!∋l!n∗ o∋∋ 

nincs k5∀(á∀ ∀!.∗ .!+ #!laϑá/i) ∀!.2 Helyesen t%∃#ö(i viszont a rugalmas alakvál∋o(á∀∗ 

a k5∀(á∀ é∀ a #!laϑá/i) 1!l!n∀é+é∋2 
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[
ϑ

égy r∃galmas anyag(llan%ó (ké∋ ∋o#(&lá∀i é∀ ∃é∋ ∋é#−o+a∋i állan,)∗ ill!∋v! ∃é∋ #&+al-

mas é∀ ∃é∋ #&+al.a∀-reol)+iai állan,)9Ξ 

 

MÁSO;IK � RUGALMAS-KÉPLÉKENY � MODELL [1973]: a klasszikus POYNTING-

THOMSON-fél! 5n2 #&+al.a∀-ké0lé∃!ny ∀∋an,a#, ∋!∀∋< 
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A ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#∋ ∃i1!lölõ ff $! , é#∋é∃!∃ −%++n!∃ a∋∋)l a( 5∋∋)l∗ a6o+yan a 

kezdeti é#∋é∃!∃∋õl a '
f

<
folyá∀i é#∋é∃!∃i+ vál∋o(∋a∃ ?∋!6á∋ .in,!n !+y!s 5∋6o( .á∀ é∀ 

má∀ ff $! ,  é#∋é∃!∃ ∋a#∋o(na∃9∗ a(on3an, mint konkré∋ é#∋é∃!∃n!∃, az idõ szerinti deri-

vál∋1&∃ zé#&∀∗ ∋!6á∋  

.:, $$$$!!!! !!!!!! "&""&" f
&l

f
&l  

Mai jelölé∀#!n,∀(!#%n∃∃!l< 
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illetve a 0"# ké0lé∃!ny∀é+i 6a∋á#−!l∋é∋!l∗ ' ( ' ( 0''' "&#0; f

<<<
#  formulá1ával< 

(ii)     
' (' ( ' ( ' (∗ +

,3

,22222222

oo $!

())$))$$!($)$!

K

ΕΕΕ
&l&lf&l

"

&&&%&&0&&%" !!!!
 

s az anyagállan,)∃ ∀(á.a ∋ová33i Ι-mal [ &l&l&l

Ε
() ,, ], ö∀∀(!∀!n 4-re növ!∃∀(i∃2 

[
ϑ

égy r∃galmas és h(rom ké&lékeny anyag(llan%ó (né+y ∋o#(&lá∀i é∀ né+y ∋é#−o+a∋i ál-

land)9Ξ2 

 

HARMADIK � CSUPÁN RΕΧAL>AS � MODELL [1983]: Az (1) alatti standard modell 

té#−o+a∋i i,õ−%++!∋l!n∀é+én!∃ ∃i∃%∀(ö3ölé∀é#! DOBRÓKA bevezeti az 5n2 ál∋alános stan-

dard modellt: 

(iii)    
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amelyben tová33i ∃é∋ ∋é#−o+a∋i anya+állan,) ∀(!#!0!l< 
K.  �  té#−o+a∋i vi∀(∃o(i∋á∀i tény!(õ [MPa h], 
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( o  �  té#−o+a∋i relaxá/i)∀ i,õ Φ6Ξ2 

[
Ι

at r∃galmas anyag(llan%ó (há#o. ∋o#(&lá∀i é∀ 6á#o. ∋é#−o+a∋i állan,)∗ va+y ∃é∋ #&-

galmas é∀ né+y #&+al.a∀-reol)+iai állan,)9Ξ2 Ezt a modellt csak ké∀õ33 � ettõl a 

munká∋)l −%++!∋l!n%l � vezeti be a nemzetkö(i ∃õ(!∋.!/6ani∃ai i#o,alo.2  

TERMODINAMIKAI ALAPOK. [VERHÁS, 1985] megalapozza a termodinamikai reol)+i-
á∋2 KLUITENBERG 5∋∋ö#õ .&n∃áina∃ 1!l!n∋õs kiterjeszté∀év!l a #!ol)+iai anya+-

tö#vény!∃!∋ belsõ vál∋o()∃6o(∗ ill!∋v! dinamikai szabadsá+i −o∃o∃6o( ∃ö∋i2 JAUMANN-

derivál∋a∃ 6a∀(nála∋ával −i+y!l!.3! v!∀(i a( o31!∃∋ivi∋á∀ ∃öv!∋!l.ényé∋, é∀ javaslatot 

tesz a ké0lékenysé+ ,ina.i∃ai in∀∋a3ili∋á∀∃én∋ ∋ö#∋énõ é#∋!l.!(é∀é#!. Felismeri a 

tehetetlensé+i !l!. 3!v!(!∋é∀én!∃ ∀(%∃∀é+!∀∀é+é∋∗ illetve termodinamikai magyará(a∋o∋ 
ad a reol)+iai 0a#a.é∋!#!∃#! vona∋∃o() !+y!nlõ∋l!n∀é+!∃#! (ezekrõl bõv!33!n lá∀, a 
köv!∋∃!(õ −!1!zetet [FΘLÖP-VÁN-ASSZONYI-HORVÁTΒ (2008)]). Mindezek az eredmény!i 
nemzetkö(i vi∀(onyla∋3an i∀ !+y!,%láll)a∃2 Vizsgála∋ai azonban lény!+é3!n /∀a∃ −olya-

dé∃o∃#a vonatkoznak, a szilá#, ∋!∀∋!∃#! vona∋∃o() anya+∋ö#vény∋ n!. −!1∋i ∃i2   

  2006-ban a termodinamika má∀o,i∃ −õ∋é∋!lé3õl � é∀ ∃öv!∋∃!(.ény!∃én∋ a( !n∋#)-

piaprodukci) növ!∃!,é∀é3õl � siker%l∋ l!v!(!∋ni a( !l∀õ szilá#, ∋!∀∋!∃#! vonatkoz) 

anyagtö#vény∋2 E((!l az anyagtö#vény ∃i∃!#%l∋ a ∀0!∃&lá/i)∃ 3i#o,al.á3)l∗ é∀ −oly∋o-

nosan ké0!∀ l!7#ni a( anya+ evol5/i)já∋ az alak.(ltoz(sok tetszõleges (kis é∀ na+y ,!-

formá/i)∀9 tartom(ny(n, a r∃galmas és ké&lékeny zón(,an egy1ttesen é∀ egységesen, 

valamint a mechanikai (lla&ottér egészén (beleé#∋v! a( i##!v!#(i3ili∋á∀ 6a∋á#á∋ � a re-

verzibilitá∀∋ � is). 

NEGYEDIK � CSUPÁN RUGALMAS � MODELL [2006]: � Az elsõ ∋!#.o,ina.i∃ai ala0o∃on 

levezetett rugalmas anyagmodell, (amely az 5n2 JEFFREYS-test egy rugalmas deformá-

ci)val ∃i!+é∀(7∋!∋∋ vál∋o(a∋a9∗ a( 5n2 tehetetlenségi stan%ar% test: 

(iv)          
,33
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amelyben tová33i ∃é∋ #&+al.a∀ anya+állan,) ∀(!#!0!l< 

'  �  torzulá∀i ∋!6!∋!∋l!n∀é+i ∋ény!(õ [MPa h
2
],  

' o  �  té#−o+a∋i tehetetlensé+i ∋ény!(õ [MPa h
2
]. 

[ϑyolc r∃galmas anyag(llan%ó (né+y ∋o#(&lá∀i é∀ né+y ∋é#−o+a∋i állan,)∗ va+y ∃é∋ #&-

galmas é∀ 6a∋ #&+al.a∀-reol)+iai állan,)9Ξ.  

 

ÖTÖ;IK � RUGALMAS-KÉPLÉKENY � MODELL [2007]: Az elsõ al∃alo.∗ 6o+y a #&+al.a∀ 

é∀ ∃é0lé∃!ny ∋a#∋o.ány egysé+!∀!n szerepel egy olyan anyagtö#vény3!n∗ a.!ly ∋!#.o-

dinamikai alapokra é0%l∋< 
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(v)    
' (' ( ' (∗ +
' (' ( ' (∗ +,333333

,222222

o,ooooooooo $$$$'$$!(!

$))$$$'$)$!(!

!!!!!

!!!!!

&l..f&l.

&lf&l

KKKKKK

ΕΕΕ

&%&&0&%%"%

&%&&0&%%"%
 

[ϑyolc r∃galmas és négy ké&lékeny anyag(llan%ó (hat torzulá∀i é∀ 6a∋ ∋é#−o+a∋i állan,)9Ξ 

 

Ö∋ olyan állo.á∀∗ a.!ly ∋alán ∀(%∃∀é+∀(!#û vol∋ a /él6o( v!(!∋õ 5∋on2 A(on3an !( .é+ 

nem vé+!#!,.ény∗ a l!+−#i∀∀!33 !#!,.ény!∃ ∋%∃#é3!n a( !+é∀( ∃é0 l!!+y∀(!#û∀ö,ö∋∋2 

Okulá∀&l ∀o#ol1uk fel a hiányo∀∀á+o∃a∋<16
 

(i) modell nem veszi figyelembe  

- a té#−o+a∋i #!ol)+iá∋∗  

-  az anyag belsõ ∋!6!∋!∋l!n∀é+é∋ ?a ,!−o#.á/i)∃ .á∀o,i∃ i,õ,!#ivál∋1á∋)l val) −%+-

gé∀é∋), 

- a ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀∋Ο 

(ii) modell nem veszi figyelembe 

- a té#−o+a∋i #!ol)+iá∋∗  

- az anyag belsõ ∋!6!∋!∋l!n∀é+é∋∗ 

- a ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀∋ 7+y /∀a∃ ∃o#lá∋o(o∋∋an #!0#!(!n∋ál1a∗ ∋ová33á −!l∋é∋!-

lezi � hibá∀an �, hogy ké0lé∃!ny álla0o∋3an megvál∋o(i∃ a #!laϑá/i)∀ i,õΟ 

(iii) modell figyelembe veszi a té#−o+a∋i #!ol)+iá∋∗ ,! −igyelmen k7v%l 6a+y1a 

- az anyag belsõ ∋!6!∋!∋l!n∀é+é∋∗ 

- s a ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀∋Ο 

(iv) modell a legteljesebb rugalmas test az eddigiek kö(%l∗ a(on3an figyelmen k7v%l 

hagyja a ké0lé∃!ny ala∃vál∋o(á∀∋Ο 

(v) modell figyelembe vesz minden eddigi szempontot, azonban a té#−o+a∋vál∋o(á∀∋ i∀ 

ké0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l6!( v!∋∋!∗ é∀ n!. ∋á#∋a −!l a( anya+állan,)∃ ∃ö(ö∋∋i ö∀∀(!-

f%++é∀!∃!∋2 
 

 A legfrissebb kutatá∀o∃ #á.&∋a∋∋a∃∗ 6o+y ha a té#−o+a∋i ∃é0lé∃!ny∀é+∋õl !l∋!∃in∋%n∃∗ 

akkor modell%n∃ ∋ová33 !+y∀(!#û∀7∋6!∋õ2 Az alapvetõ  

Ε �  rugalmas cs5∀(∋a∋) .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗ K �  kompresszibilitá∀i .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗  

)  �  viszkozitá∀i !+y%∋∋6a∋) Φ>Pa h],  K. �  té#−o+a∋i vi∀(∃o(i∋á∀i ∋ény!(õ Φ>Pa h],  

(   �  relaxá/i)∀ i,õ Φ6Ξ∗ ( o �  té#−o+a∋i #!laϑá/i)∀ i,õ Φ6Ξ2 

' �  torzulá∀i ∋!hetetlensé+i ∋ény!(õ Φ>Pa 62
],  ' o �  té#−o+a∋i ∋!6!∋!∋l!n∀é+i ∋ény!(õ Φ>Pa 62

] 

 

                                                 
16

 Tényl!+!∀!n !(!∃ n!. 6iányo∀∀á+o∃∗ &+yani∀ a ∀(!#(õ∃ ∀(!.0on∋1ai ∃ö(ö∋∋ n!. ∀(!#!0!l∋!∃ !(!∃ ∃i!lé-

g7∋é∀ei. 
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rugalmas anyagállan,)∃on ∃7v%l ∀(!#!0lõ ∋ová33i né+y ∃é0lé∃!ny∀é+i állan,),  

&l �  ké0lé∃!ny /∀5∀(∋a∋) .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗ K&l �  ké0lé∃!ny kompr. modulus[MPa],  ➂
&l �  ké0lé∃!ny viszkozitá∀i !+y%∋∋6a∋) K.∀&l � ké0lé∃!ny ∋é#−o+a∋i vi∀(∃. tény!(õ Φ>Pa h] 

kö(%l csupán !+y −%++!∋l!n van, a 

Ε&l  �  ké0lé∃!ny /∀5∀(∋a∋) .o,&l&∀ Φ>PaΞ∗ 

s a tö33i 6á#o. .á# ∃i−!1!(6!∋õ !(!∃∃!l< 

 - a K&l ké0lé∃!ny ∋é#−o+a∋i .o,&l&∀ .!+!+y!(i∃ a K rugalmas té#−o+a∋i .o,&l&∀-

sal egé∀(!n a( ö∀∀(!nyo.6a∋)∀á+i 6a∋á#i+∗ va+yi∀ a ∋ö∃él!∋!∀!n ∃i−!1lõ,ö∋∋ ∃é0lé∃!ny∀é-

gi hatá#i+∗  

 - az ➃ &l ké0lé∃!ny vi∀(∃o(i∋á∀i ∋ény!(õ 0!,i+ ∃i−!1!(6!∋õ a #&+al.a∀ /∀5∀(∋a∋) 

modulussal é∀ a #!laϑá/i)∀ i,õv!l< ' (()) &l&l ΕΕ 2222 &&" , 

 - a K.∀&l ké0lé∃!ny ∋é#−o+a∋i vi∀(∃o(i∋á∀ .!+!+y!(i∃ a K. rugalmas té#−o+a∋i vi∀(-

kozitá∀i ∋ény!(õv!l2 

 

 HATODIK � RUGALMAS-KÉPLÉKENY � MODELL [2008] � Mindezek alapján a( i(o∋#o0 

kontinuumok anyagtö#vény! 
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Mindezen modellek kö(ö∀ 6iányo∀∀á+a∗ 6o+y .a+a a ké0lé∃!ny∀é+i −!l∋é∋!l ∃%l∀õ∗ a(a( 

teljesen f%++!∋l!n a( ál∋aláno∀ .é#l!+!∃ é∀ a( !n∋#)0ia0#o,&∃/i) !+yé3 0a#a.é∋!#!i∋õl2 

Emiatt nem igazán ad értelmezést magá#a a ∃é0lé∃!ny∀é+#! vona∋∃o()an2  
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 ∋ cikk összefoglal3a a reológia elemi mo%ell3eit és a )elõl+k felé&4thetõ mechanikai testeket6 

7nnek ere%ményeként kia%ó%ik∀ hogy az izotro& kontin∃∃mok −ltal−nos anyagegyenleté)en 

- a %eform−ció m−so%ren%û i%õ%eri2−lt3−hoz tartozó anyag−llan%ó nem min%en eset)en k4-

2−n3a meg az 8n6 tehetetlenségi mo%ellelem alkalmaz−s−t∀ %e a tel3es termo%inamikailag 

megenge%ett tartom−nyt csak annak seg4tségé2el mo%ellezhet3+k6 

- a ké&lékeny −lla&othoz tartozó anyag−llan%ók között fellé&hetnek összef+ggések6 

 ∋ ké&lékenység egyszerû)) mo%ellezése esetén a ké&lékeny 2iszkozit−si tényezõ kife3ezhetõ a 

ké&lékenységi mo%∃l∃s f+gg2ényeként6 7))õl kö2etkezõen a torz∃l−si anyagegyenlet)en 

szere&lõ 9 anyag−llan%ó min%össze :  f+ggetlen −llan%ót 3elent6 ,eh−t a torz∃l−si r∃galmas 

−lla&ot ; anyag−llan%ó2al∀ a ké&lékeny −lla&ot &e%ig < to2−))i  −llan%ó2al 3ellemezhetõ6 

 ∋z anyagegyenlet az anyag azon t∃la3%ons−gait fe3ezi ki∀ amelyek szere&et 3−tszanak a 

mechanikai kölcsönhat−sok szem&ont3−)ól6 Mi2el az egységes r∃galmas-ké&lékeny anyag-

tör2ény min%össze négy mo%ellelem)õl felé&4thetõ∀ 2alósz4nûs4thetõ∀ hogy mechanikai szem-

&ont)ól min%össze négy ala&2etõ t∃la3%ons−g 2an= a r∃galmas alak2−ltoz−s ké&essége (a 

r∃galmass−g), az azt g−tolni igyek2õ )elsõ s8rló%−s (a 2iszkozit−s>∀ a )elsõ −tren%ezõ%és 

tehetetlensége∀ illet2e az anyag 2isszafor%4thatatlan )elsõ str∃kt∃r−lis −tren%ezõ%ése miatt 

fellé&õ ké&lékenység6 Min%en m−s anyagt∃la3%ons−g e négy ala&t∃la3%ons−g egym−sra hat−-
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saként∀ 2agy hat−s−ra 3elentkezik6 Megle&õ mó%on a r∃galmass−g és a 2iszkozit−s nem ké&es 

min%en tehetetlenségi hat−s mo%ellezésére6 

 1a)−r ké&lékenységgel ka&csolatos kö2etkeztetéseinket az elõzõ fe3ezet)en kife3tett 

termo%inamikai ké&lékenység keretei között fog3∃k kife3teni∀ %e azok ettõl f+ggetlen+l is 

ér2ényesek∀ mi2el elsõsor)an a line−ris reológia szerkezetre és annak ka&csol−si elemekkel 

történõ re&rezent−ció3−ra 2onatkoznak6 

1. BEVEZETÉS 

A kötet elõzõ t!∀#l∃%∀&! [VÁN�ASSZONYI (2008)] bemutatta, hogy az  izotro& 

kontin∃∃mok anyagtör2énye fizikai alapokon meghat%∋oz(!t)∗ a termodinamika II. 

fõt+tele ,o∀−t∋#,t.0!∀ (!−z∀%l(!t) +− l+∀&e1+2e∀ ∃e1−z!23! !z !∀&!1tö∋0+∀&e, 

form%3%t4  

Ez a tanulm%∀& !z entr)56!∀ö0e,ed+− 7ormul%3%2)l 0ezette le az anyagtö∋0+∀&t   

(1)     
! "! " ! "# $

ooooooo 33

,222222

EEETT

EEEEEETT

!!!!

!!!!!

!"

##!#"

%%&%

'%''('%%&%

2

&lf&l

KK

???
 

form%2!∀∗ ahol  

(2)    ! " ! " ! "
)*

)
+
,

--

..
&('(&(&(

,0+−,ha,1

,0vagy,ha,0
,

''

''
'''

≅≅≅

≅≅≅
≅≅≅≅≅

f

f
1f1 !

!
!!  

a rugalmas +− ,+5l+,e∀& t!∋to∃%∀& (!t%∋%t ,63elölõ 78110+∀&, benne 1(  a Heaviside-

f+le e1&−+1#1∋%− 78110+∀&4 '
f≅ a '≅  torzul%−6 9e7o∋∃%:6)− ∃#∀,! !zo∀ ,8−zö2+∋t+,e; 

/ /
&

&

&

&

01&

'

0

'

0

'' ~
tt

tt

f

tt

tt

≅%t%t≅ E:TE:T !!
, 

amelyen t<l ∃e13ele∀∀e, ! ∃!∋!9) 9e7o∋∃%:6),∗ te(%t !z !∀&!1 ,+5l+,e∀& %ll!5ot2! 

ker8l4 A ≅f �hez tartoz) T fesz8lt−+16 +− E deform%:6)− 9e06%to∋te∀zo∋o, +∋t+,+t 

jelölt8, Tf, Ef�fel. 

Az (1) egyenletet a szerzõ, ,+t 7elte0+−−el egyszerû−.tett+, e1& 3)0!l %lt!l%∀o−!22 

alakb)l: 

2 az anyagtö∋0+∀& e1&e∀−<l&6 =∋e0e∋z626l6−> !l!,3%∀%l � a CAYLEY-HAMILTON-

t+tel2õl ,ö0et,ezõ 2*22 EET ?? %&  kvadratikus alak helyett, � a line%∋6− 

ET ?2& form%t 0ett+k alapul, 

2 az %lt!l%∀o− E
~

 +− E  deform%:6),!t ,özel.tõle1 !zo∀o−∀!, 0ett+k.
1
 

                                                   

1
 A teljes megold%− ?ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 84. O.] kö∀&0+2e∀ ∃e1t!l%l(!t); ! "# $S1~ '%& IDDD !!

. 
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Az (1) konstit :6)− e1&e∀letet e9961 ∃+1 :−#5%∀ ! m%−o9∋e∀9û idõ9e∋60%lt!t t!∋-

talmaz) tehetetlens+16 t!1 ∀+l,8l vizsg%lt#,, mert felt+telezt8,∗ (o1& ! ,ez9et6 1&o∋− 

lecseng+−tõl =! 1&o∋−#l%− −ze∋e5+tõl> a b%∀&%−z!t6 +− ∃+l&+5.t+−6 szerkezet+5.t+−∀+l 

eltekinthet8∀,4 E,,o∋ !zo∀2!∀ ! ∃o9ell ! lö,+−(#ll%∃o,∗ t∋!∀z6e∀− 3ele∀−+1e, 06z−1%-

lat%t ∀e∃ te−z6 le(etõ0+4 Tov%22% ∀e∃ ele∃ezt8,∗ (ogy az anyagegyenletben szereplõ 

anyag%ll!∀9), 7811etle∀e,-e egym%−t)l4 

 É∋9e,e−−+1e ! ∃o9ell∀e,∗ (o1& ! ,+5l+,e∀&s+16 (!t%∋ t<ll+5+−+0el csak a r∃galmas 

+− a 2iszkóz∃s anyag%ll!∀9) [2?, 2#] v%ltoz6, k+5l+,e∀&−+16 %ll!∀9)0% ?≅?&l, 2#&l], a 

relaΑ−ciós +− a tehetetlenségi anyag%ll!∀9) [",! ] v%ltoz!tl!∀ok. Ez azonban nem v+let-

len, hanem az anyagi tulajdons%1o, let6−zt#lt 06−−z!t8,∋özõ9+−e4  

 

1.1. RUGALMAS ÁLLAPOT 

 Az anyagtö∋0+∀& a rugalmas %ll!5ot2!∀ [
➄

 = 0 eset+∀Α 

(3)    

ooooooo 33

,22

EEETT

EEETT

!!!!

!!!!

!"

!#" ➅➅➆➅ ➅➅➆➅
2KK

?
         

form%2!∀∗ illetõle1 −,!l%∋6− ,o∃5o∀e∀−e1&e∀lete60el 

(3a)    
ooooooo 33

,22

$!$$%"%

!#"

!!!!

!!!! ➇➇➈➇ ➇➇➈➇
2

i3i3i3i3i3

KK

ee?ess
         

form%2!∀ .∋(!t) 7el, ahol 

i3i3i3i3i3i3 es &%$&%% oo :,: ➉➊➉➊ . 

 A (3), ill. (3a) line%∋6− ele∃e,2õl te0õ96, ö−−ze∗ ez+∋t %2∋%zol%−#,(oz l6∀e%∋6− 

modellelemeket haszn%l∀!, ! ∋eol)1i%2!∀4 

 Az anyagtö∋0+∀& to∋z#l%−6 +− t+∋7o1!t0%ltoz%−6 e1&e∀lete tel3e−e∀ (!−o∀l) 7el+5.t+−û4 

É55e∀ ez+∋t ! kö0et,ezõ,2e∀ !z e1&−ze∋û %2∋%zol%− +− !z %tte,6∀t(etõ−+1 +∋9e,+2e∀ 

csak a torzul%−6 e1&e∀letet vizsg%l3#, egydimenzi)− e−et2e∀∗ !∃6,o∋ i3i3s $$% ➊➊ :,:  

jelöl+−e,et4 Ez%lt!l ! megfelelõ  ö−−ze7811+− a 

(4)           $!%"$#$% !!!! ➋➌➋➍ 22?  

alak< egyetlen skal%∋e1&e∀let, ahol 

i3i3s $$% ➊➊ :,: . 
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1.2. KÉPLÉKENY ÁLLAPOT 

 Az anyagtö∋0+∀& ! ,+5l+,e∀& %ll!5ot2!∀ ?
➎

 = 1 eset+∀Α∗ ∃%∋ :−#5%∀ ! to∋zul%−6 

egyenletre fel.∋0!; 

(5)  ! "! " ! "$##$$$!$#$%"% !!!!! &lf&l

???
222222 '''''%%&% , 

illetve 

(5a)   
! "

! " $!$#$$%

$!$#$$$%"%

!!!

!!!!

%%'%&

&%%'%&%

&lf&lf

&lf&lf ? ??
22

222
 

form%t ölt64        

1.3. AZ ANYAGTÖRΒÉNY ΒÁLTOZÓI 

 Az (1), illetve (4) +− =Χ> ö−−ze7811+− !l!53%∀ ,6∃o∀9(!t)∗ (o1& !z !∀&!1tö∋0+∀& 

! " 0,,,, &$$$%% !!!!∗  

alak<, vagyis csak a fesz8lt−+1∗ ! 7e−z8lt−+10%ltoz%−6 −e2e−−+1∗ ! 9e7o∋∃%:6)∗ 0!l!∃6∀t 

deform%:6)−e2e−−+1 +− ! 9e7o∋∃%:6)1&o∋−#l%− 78110+∀&e4 A gyakorlatban sz%∃o− ol&!∀ 

modellt alkalmaznak, ahol enn+l ∃!1!−!22∋e∀9û 69õ9e∋60%lt!, 6− −ze∋e5el∀e,; 

 ! " 0,,,,,,,,,,, )()( &""!!!""!!! ii∗ $$$$%%%% . 

Ezek a modellek is elõ%ll.t(!t), sok esetben a line%∋6− ∋eol)16!6 ele∃e, ,!5:−ol%−!6val, 

azonban ekkor nem vil%1o− ! termodinamika tö∋0+∀&e6nek teljes8l+−e. Megjegyezz8,∗ 

hogy a tö22 dinamikai v%ltoz) 2e0ezet+−+0el ,!5ott ∃o9elle, (!−o∀l) !∀&!1tö∋v+nyek-

re vezetnek (ha a dinamikai v%ltoz), ,6,8−zö2öl(etõe,>∗ 9e ∀!1&o∀ ,ötött −ze∋,ezettel, 

ez+∋t %lt!l%2!∀ ! 7e∀t6 ö−−ze7811+− nem tekinthetõ anyagtö∋0+∀&∀e,4 A kö0et,ezõ,2e∀ 

mindazokat a modelleket kiz%∋3#, ! 06z−1%l!t6 ,ö∋2õl∗ !∃el&∀+l ! 7e−z8lt−+1 ∃%−o9∋e∀-

dû∗ 0!1& !∀∀%l ∃!1!−!22 69õ9e∋60%lt3!6∗ 6llet0e ! 9e7o∋∃%:6) (!∋madrendû∗ 0!1& !∀∀%l 

magasabb idõ9e∋60%lt3!6 −ze∋e5el∀e,4 

1.4.  TERMODINAMIKAI EGYENLÕTLENSÉGEK � AZ ANYAGTÖRΒÉNY SZÁRMAZTATÁSA 

  A POYNTING-THOMSON-modell sz%∋∃!zt!t%−!,o∋ e1&etlen dinamikai v%ltoz)val fel+-

p.tett mechanikai rendszer kö0et,ezõ alak< vezet+−6 e1&e∀lete62õl 6∀9#lt#∀, ,6 [VÁN-

ASSZONYI (2006)  61.o.]: 

.

,2

221

121

'$'

'$$%

ll

ll?

'&

'&'

!!

!
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Itt az elõzõe,2e∀ 2e0ezetett e1&dimenzi)− 3elöl+−e,et +− 5!∋!∃+te∋e,et (!−z∀%lt#,∗ ! 

mechanikai v%ltoz),∋! +∋0+∀&e− e1&−ze∋û−.t+sekkel +l0e ! '  dinamikai v%ltoz)∋! 0o∀!t-

koz)!∀ 6−4 E22õl !z e1&e∀let∋e∀9−ze∋2õl '  kik8−zö2öl+−+0el ,!53#,∗ (o1& 

    .2
21

2

211221

2

1

2

$$$%% ?
l

?llll

l

l

l

➒➒➓➒➔➒
!!!!  

Ö−−ze(!−o∀l.t0! ! =4> e1&e∀let∋e∀9−ze∋∋el, az egy8tt(!t),∋! !zt ,!53#,∗ (o1&  

    .
2

2,,
1

2

211221

2

1

2 l

?llll

l

l

l

➒➓➔➔➔ #!"  

Megjegyezz8,∗ (o1& ! 7o∋9.tott 6∋%∀&∗ ! vezet+−6 m%t∋6Ε elemeinek kifejez+−e " , ! , #  

+− ?  f8110+∀&+2e∀ ∀e∃ lehets+1e− egy+∋tel∃û m)9o∀, a fell+5õ egyparam+te∋∀&6 −z!-

bads%1 sz8,−+1−ze∋û ,ö0et,ez∃+∀&e !∀∀!,∗ hogy '  kik8−zö2öl(etõ az anyagtö∋0+∀&-

bõl4 

 Most egy fontos +−z∋e0+telt te−z8∀,; a fent id+zett le0ezet+−ben nem sz8,−+1e− fel-

t+telezni a vezet+−6 ∃%t∋6Ε −z6∃∃et∋6%3%t4 De !∀t6−z6∃∃et∋6%3%t −e∃∗ ellent+t2e∀ VERHÁS 

megközel.t+−+0el, aki csak ezt a k+t le(et−+1e− e−etet t%∋1&!l3! [VERHÁS (1985), 133-

135.o.]. Ö−−zetett ∃6,∋o−ze∋,ezetû !∀&!1o,∀%l =,ö0e,∗ t!l!3o, t656,#−!∀ 6l&e∀e,> 0!l)-

j%2!∀ ∀e∃ t#9#nk hat%∋ozott 7elte0+−−el +l∀6 ! 96∀!∃6,!6 0%ltoz) 69õt8,∋öz+−−el −ze∃-

ben tan<−.tott 06−el,e9+−+∋õl∗ ez+∋t t#l!39o∀,+55e∀ ∀&6t0! (!1&3#, ezt ! ,+∋9+−t4 Φ!−o∀-

l) 7elte0+−−el +lve [VÁN-BEREZOVSKI-ENGELBRECHT (2008)] megmutatt%,∗ (o1& ! 96∀!-

mikai szabads%16 fokok mechanikai eredetû∗ LAGRANGE-formalizmuson alapul) ∃oz-

g%−egyenlet-gener%l) ∃)9−ze∋e −5e:6%l6− e−ete ! 2el−õ 0%ltoz), te∋∃o96∀!∃6,!6 e∋e9etû 

mozg%−e1&e∀let-gener%l) elj%∋%−%∀!,. Mivel mindk+t ∃)9−ze∋∀e, −z%∃t!l!∀ !l,!l∃!-

z%−! 0!∀ ! 1&!,o∋l!t2!∀∗ !hol a belsõ 0%ltoz), 7e3lõ9+−6 e1&e∀let+∀e, ∃e1t!l%l%−! !l!5-

k+∋9+−∗ ez+∋t a vezet+−6 e1&e∀lete, −z6∃∃et∋6%3!∗ 0!1& !∀t6−z6∃∃et∋6%3! ∀e∃ tû∀6, 

felt+tle∀ ,ö0etel∃+∀&∀e,4  

 Ne r)3#∀, te(%t ,6 −e∃ −z6∃∃et∋6%t∗ −e∃ !∀t6−z6∃∃et∋6%t ! vezet+−6 ∃%t∋6Εra. 

Ilyenkor c+l−ze∋û a kö0et,ezõ felbont%−−!l +l∀8∀,; 
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l
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l
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L  

ahol bevezett8, !z ! "21122
1: lll %&  +− ! "21122

1: llk '&  jelöl+−e,et4 A termodinamika m%-

sodik fõt+tele∗ ! ∀e∃∀e1!t.0 e∀t∋)56!5∋o9#,:6) azt kö0etel6 meg, hogy a vezet+−6 ∃%t∋6x 

szimmetrik∃s része legyen pozit.0 9e76∀6t4 E−et8∀,2e∀ ez !zt 3ele∀t6∗ hogy  
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(6)     
! " ! "

0
44

,0,0

2

2112
211221

2

2112
2121 9

'
''&

%
'99

ll
llll

ll
llll . 

Azaz, a (4) egyenlet param+te∋e6∋e 0o∀!t,oz)!∀ ,!53#,∗ (o1&  

(7)     0,0,0 9'99 "#!" ? . 

Az %lt!l%∀o−.tott 06−z,oz6t%−2)l∗ ! 9e7o∋∃%:6)−e2e−s+1 e1&8tt(!t)3%2)l ,66∀9#l0! 5e961 

kö∀∀&e∀ l%t(!t)∗ (o1& 

    .0))((22
2

2112 9'%%&'&' lkkl
l

ll?
"

"

!

"

!
"#  

A fenti kifejez+−2õl leol0!−(!t)∗ (o1& a 

(8)      ))((22 lkkl
?

'%&'' "
"

!
"#   

elõ3ele 3elle∃z6 ! ∋e∀9−ze∋t4 Φ! ∀e1!t.0∗ !,,o∋ ! −z6∃∃et∋6,#− t!1 9o∃6∀%l∗ ezt al∃l-

csilla& 4 tott esetnek nevezz8, ! to0%226!,2!∀∗ ha pozit.0∗ akkor az antiszimmetrikus r+−z 

domin%l, ezt nevezz8, t 8 lcsilla& 4 tott esetnek.  

  A tov%226!,2!∀ l%t∀6 7o13#,∗ (o1& ! te∋∃o96∀!∃6,!6 ,ö0etel∃+∀&e, hogyan jelen-

nek meg a klasszikus reol)16! l6∀e%∋6− ele∃e6∀e, ,!5:−ol%−!6ban.  

2. ALAP- (VAGY EGYELEM ) MODELLEK 

 A reol)16!6 6∋o9!lo∃2!∀ ∀+1&7+le <n. alap-modellelemet alkalmaznak. Ezek a kö-

vetkezõ,; 

 (A) IDEÁLIS RUGÓ. Ez az <∀4 HOOKE-elem, jele: [H], a fesz8lt−+1 +− ! 9e7o∋∃%:6) 

között6 l6∀e%∋6− ,!5:−ol!tot ∃o9ellez6 a ( := 2? rug)%ll!∀9) =! ∃o9ell2e∀; ∋#1!l∃!−-

s%16 ∃o9#l#−> −e1.t−+1+0el4 

    
<6 −)ra6 ∋ 1ooke-test ka&csol−si 2−zlata 

 (B) IDEÁLISAN ΒISZKÓZUS ELEM. Ez az <∀4 NEWTON-elem, jele: [N], � amelyet egy 

viszk)z#− 7ol&!9+,,!l töltött (e∀1e∋ben mozg) perfor%lt 9#1!tt&< =ol!37+,> reprezent%l 

� a fesz8lt−+1 +− ! 9e7o∋∃%:6)−e2e−−+1 ,özött6 l6∀e%∋6− ,!5:−ol!tot ∃o9ellez6 # viszko-

zit%−6 t+∀&ezõ0el4 

% 

$ 

2? % 

$ 

arctg 2? 

$% ?2&  
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26 −)ra6 ∋ ΒeΧton-test el2i mo%ell3e 

Ez a k+t ele∃ ö∀∃!1%2!∀ 6− !l,!l∃!z(!t)∗ !∃6,o∋ ! rugalmas HOOKE-testet, vagy a 

NEWTON-f+le viszk)z#− folyad+,ot 06z−1%l3#,4 

(C)  IDEÁLIS TEΦETETLENSÉGI ELEM. Ez az <∀4 VERHÁS-elem [VERHÁS (1985), 

136.o.], jele: [T]. Ezt k+t ∋<9 ,özött ∃e1:−<−z%− ∀+l,8l 1ö∋98lõ v+1e− te(etetle∀−+1û∗ 9e 

z+∋#− tö∃e1û t%∋:−! ∋e5∋eze∀t%lja, M==!  fajlagos tehetetlens+16 nyomat+,,!l4 

               

 

Ε6 −)ra6 ∋ .erh−s-test el2i mo%ell3e 

A (B) +− =C> alapelemeket a szil%∋9 te−te, ∃e:(!∀6,%3%2!∀; %lt!l%2!∀ ! ∋#1!l∃!− 

(nem k+5l+,e∀&> %ll!5ot(oz ,!5:−ol3%,4 

Van m+1 egy tov%226 elem is a konvencion%l6− ∃e:hanik%2!∀, amelyet azonban 

csak a k+5l+,e∀& %ll!5ot ,6!l!,#l%−!,o∋ !l,!l∃!znak. 

  (D) IDEÁLIS KÉPLÉKENYSÉGI ELEM. Ez az <∀4 ST.VENANT-elem: [SV], amelyet egy 

s<∋l)9) l!5 ∋e5∋eze∀t%l∗ 0!1&6− (! !z e∋õ t<ll+56 ! ,+t l!5 ,özött6 −<∋l)9%−6 elle∀%ll%−2)l 

ad)9) −<∋l)9) e∋õt∗ csak akkor jö(et l+t∋e !l!,0%ltoz%−; 

      

;6 −)ra6 ∋ %e Saint-.enant-test 
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2# % 

$!
 

arctg 2# 

% 

$ 

! 
% 

$!!
 

% 

$ 

% 

$ 
% f 

$#
$

#% !22 ➦➦
%t

%
 

$!
$

!% !!➧➧
2

2

%t

%
 

,f%% ➨  +−  $ = tetszõleges. 

arctg! 
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 Ez az elem ö∀∃!1%2!∀ !z <∀4 i%e−lisan ké&lékeny test modellje. A konvencion%l6− 

felfog%−2!∀ ezt ! ∃o9ellt !∀&!1tö∋0+∀&,+∀t 6− (!−z∀%l3%, =!∃6 ∃%∋ ö∀∃!1%2!∀ 6− !2-

szurd), ha megn+zz8, !z e1&e∀let+t; ➩➫ ➭ ➯➲➳➳ ➳➵
,ha,0

,ha,0

f

f

%%$

%%
$  

ugyanis irrealisztikus az ilyen m+∋t+,û 6∀9ete∋∃6∀6z∃#−4 Ha ö−−ze,!5:−ol3#, ∃%− ele-

mekkel, akkor a ST.VENANT-test m%∋ ,+5l+,e∀&−+16 (!t%∋7elt+tel,+∀t 7#∀,:6o∀%l4  

 Termodinamikai tö∋0+∀&t −+∋t, ez+∋t 7el7o1%−#∀,(oz e1&%lt!l%∀ ∀e∃ 6lle−z,e96, � 

csup%∀ ! ,o∀0e∀:6onalizmus fel+ tett 1e−zt#−k+∀t ! ST.VENANT-elem legegyszerû22 

kapcsol%−!6t 6tt 7el−o∋ol3#,4 

 A tov%226!,2!∀ ! 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−t a || jellel, a soros kapcsol%−t a ~ jellel 

jelöl38,4 A ∋#1) +− ! −<∋l)9) ele∃ ,!5:−ol%−%t ∃#t!t3#, :−#5%∀ 2e4 

 SOROS KAPCSOLÁSNÁL [H~SV] az i%e−lisan r∃galmas-ké&lékeny viselked+−t ,!53#,:  

   ➸➺ ➻ ➼➽➾
,ha,

,ha,2

ff

f?

$$%

$$$
%  +−  ➚➪ ➶ ➹➹ ➘➴

.ha,

,ha,2/

ff

f?

%%$$

%%%
$  

:6 −)ra6 ∋z i%e−lisan r∃galmas-ké&lékeny test 

 PÁRΦUZAMOS KAPCSOLÁSNÁL [H || SV] a ké&lékeny felkeménye%õ testet kapjuk: 

 

96 −)ra6 ∋z i%e−lisan ké&lékeny felkeménye%õ test 

 ➸➺ ➻ ➼➷ ➾➾
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,0ha,0

f&lf ? $$$%
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HÁROMELEMES KAPCSOLÁSNÁL [H~(H || SV)] kapjuk az i%e−lisan r∃galmas-ké&lé-

keny felkeménye%õ testet. 

      

! "*
+
,

9'%

0
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,ha,2

,ha,2

ff&lastf
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,
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f&lastff
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$  

21
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2

1
:

2

1
,2:2

???
??

&last

%&&  

Φ6 −)ra6 ∋z i%e−lisan r∃galmas-ké&lékeny felkeménye%õ test 

 K+5l+,e∀&−+16 (!t%∋7elt+tel,+∀t ! ST.VENANT-test � ellent+t2e∀ ! ,+5l+,e∀&−+1t!∀ 

irodalm%2!∀ −ze∋e5lõ ∃e1%ll!5.t%−o,,!l � az+∋t ∀e∃ !l,!l∃!z(!t)∗ ∃e∋t nem veszi fi-

gyelembe a k+5l+,e∀&−+16 (!t%∋ 7811+−+t ! ∃<lt2el6 e−e∃+∀&e,tõl∗ !zo, −e2e−−+1+tõl∗ 

stb. Nem tudja figyelembe venni a k+5l+,e∀& hat%∋ 0%∀9o∋l%−%t −e∃4 

 A korszerû 7el7o1%−2!∀ l%t−z)l!1 :−!, !∀∀&6 ! ,8lö∀2−+1∗ (o1& ! ,+5l+,e∀&−+16 (!-

t%∋7elt+tel ∀e∃ ! 7esz8lt−+1%ll!5ot e1& −,!l%∋+∋t+,û 78110+∀&+(ez kötõ96,2
, hanem a 

torzul%−6 9e7o∋∃%:6)− ∃#∀,! e1& ,8−zö2-

+∋t+,+(ez; 

! " ! ",'''
f1 ≅≅≅ ';((  

Kapcsol%−6 ∋!3z2!∀ ezt ! !6 −)r−n l%t(!t) 

m)9o∀ %2∋%zol(!t3#,4 Ez nem az erõ∋e∗ (!-

nem az erõ <t −ze∋6∀t6 6∀te1∋%l3%∋! ∀&6t +− 

z%∋4 A −<∋l)9%−6 erõ∀e, itt a deform%:6) 

szerinti torzul%−6 munka felel meg. Mivel az alaktorzul%−6 ∃#∀,! el0e HUBER, MISES +− 

HENCKY nev+(ez 7ûzõ96, (mint fesz8lt−+17elt+tel ! ∋#1!l∃!− t!∋to∃%∀&2!∀>, ez+∋t ! !6 

−)r−n l%t(!t) ele∃et ΦMΦ-elemnek is nevezhetn+∀,4 Jele: [(]. 

 A torzul%−6 9e7o∋∃%:6)− ∃#∀,! 

! " ! " //// &&&<& '

''''

000

1

0

' ~~
ttt

%

t

%f %%t%t%t≅ E:TE:TAA:Tv:T
!!# , 

                                                   
2
 P+l9%#l ! " ,0,, 321 &%%%f ! " ,0,, 321 &∗∗∗f stb. 

2?2 
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$ mara%ó 
$ r∃g 

2?1 
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$ % f 
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$ 

'
f≅  

!6 −)ra6 ∋ ( ∃gr−sf+gg2énynek megfelelõ 

mo%ellelem 
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ahol ! " EAA
!! ~1 &'

% . Egyens l&6, nem disszipat.0 esetben [ASSZONYI�VÁN�SZARKA 

(2007),  38-39. o.] 

fffff ??%
?

%
?

%
≅ fff

T:T
T

:TE:EE:EE:T

T

0

E

0

E

0
4

1

2
2' &3

4

5
6
7

8&&&& ///  

form%2!∀ .∋(!t) 7el∗ − akkor a ST.VENANT- +− ! ΦMΦ-elem azonos, s ekkor, +− :−!,6− 

ekkor a k+t %2∋%zol%− e1&e∀+∋t+,û. 

                Γ
6 −)ra6 ∋z egyens8lyi (r∃galmas-ké&lékeny) anyagtör2ény ka&csol−si 2−zlata 

Ha a disszipat.0 e77e,t#−o, +− ! 96∀!∃6,!6 0%ltoz), (!t%−! e1&e∀−<l&∋! 0ezet, ami 

%lt!l%2!∀ vizsg%l!t∋! −zo∋#l)∗ ∀e∃ ∀&6l0%∀0!l)∗ 9e 76z6,!6l!1 el0%∋t t#l!39o∀−%1a egy 

termodinamikai elm+let∀e,, akkor bizonyos +∋tele∃2e∀ !z %lt!l%∀o− ∋eol)16!6 ∃o9ell 6− 

ehhez a kapcsol%−(oz ,o∀0e∋1%l4 

3. KÉT ELEM ÖSSZEKAPCSOLÁSÁΒAL ALKOTOTT MODELLEK 

K+t !l!5ele∃ 5%∋(#z!∃o− +− −o∋o− ö−−ze,!5:−ol%−%0!l <3!22 ∃o9elle,et ,!5#∀,: 

[H || H], [H~H], [N || N], [N~N], [H || N], [H~N], 

de csak akkor, ha k8lö∀2özõ ∃o9elle,et ,!5:−ol#∀, ö−−ze4 U1&!∀6− !zo∀o− ele∃e, ,!5-

csol%−%0!l ol&!∀ ∃o9elle,et (oz#∀, l+t∋e∗ !∃el& e∋e9õ3+2e∀ !zo∀o− !z õt !l,ot) ∃o-

dellel. 

K+t ∋#1) soros kapcsol%−! eset+2e∀ [H~H] = [H]:      
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Ugyanez a helyzet sz%∃t!l!∀ ∋#1) −o∋2!,!5:−ol%−%∀%l ?Φ~H~�~H] = [H]: ?
(((

(((
(

(((( n

n 2:
...

...
,

1
...

111

21

21

221

❐❒❒❒❐❒❒❒❐ ❮❮ , 

ahol az eredõ ! ∋e:65∋o,o, ö−−ze1+2õl !9)96,. 

K+t ∋#1) 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−! e−et+2e∀ ?Φ || H] = [H]: 

  

 
! "

! " .

,,

21

212121

$%

$%%%

((

(((((

%&

%&%&%& =
 

 21:2 ((? %&  

 

 

 

Hasonl) ! (el&zet ! tö22 ∋#1) 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−∀%l ?Φ || H || � || H] = [H], 

csup%∀ 6tt !z e∋e9õ e1&−ze∋û ö−−ze1; 

?(((( n 2:...21 &%%%&= . 

K+t (69∋!#l6,#− (e∀1e∋ −o∋o− ,!5:−ol%−! e−et+∀ ?N~N]: 

! "

.:2,
1

,
111

,,

21

21

21

21

21

121121
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))
#

)))
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)))

$$)$)%$$$
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%
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'&&%&
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!!!

 

 
 

Tö22 (e∀1e∋ −o∋o− ,!5:−ol%−! e−et+∀ [N~N~�~N] = [N]: 

.2:
...

...
,

1
...

111

221

21

221

#
)))

)))
)

))))
&

%%%
&%%%& =

=

n  

K+t (69∋!#l6,#− (e∀1e∋ 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−! e−et+∀ ?N || N] = [N]:  
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2121
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221121

))#)))

$))%

$)%$)%$$$

%&%&

%&

&&&&

=

!

!!

 

 

  

 

Tö22 (e∀1e∋ −o∋o− ,!5:−ol%−! e−et+∀ ?N || N || � || N] = [N]: 

.2:,...
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(E) KELVIN-TEST, amely a HOOKE-test [H] +− ! NEWTON-test [N] p%∋(#z!∃o− 

kapcsol%−%0!l %ll.t(!t) elõ ?KΑ Γ ?Φ || N]: 

 < Ε
6 −)ra6 ∋ Kel2in-test ka&csol−si 2−zlata 

Az erõ +− el∃oz9#l%−o, ö−−ze7811+−+t 

#)$)$%$)%$%%%%$$$ 2:,2:,,,,, 212121 ÐÐÑÐÐÐÑÐÐÐ ?((( !!  

fel.∋0!∗ a KELVIN-modell anyagegyenlete : 

$#$% !22 ÒÓ ? . 

 (F) MAXWELL-TEST, amely a HOOKE-test [H] +− ! NEWTON-test [N] soros kapcsol%-

s%0!l  %ll.t(!t) elõ ?MΑ Γ ?Φ~N]: 

 

<;6 −)ra6 ∋ MaΑΧell-test ka&csol−si 2−zlata 

 

A   
(((

)
"#)%

)
$)%

)

%
$

%
$$$$%%% ÔÔÕÔÔÔÖÔÔÔ :,2:,,,,, 212121

!!!  

ö−−ze7811+−e,2õl a MAXWELL-modell anyagegyenlete: 

%"$#% !! ×Ó 2 . 

 

4. HÁROM ELEM ÖSSZEKAPCSOLÁSÁΒAL ALKOTOTT MODELLEK 

 H%∋o∃ ele∃ 7el(!−z∀%l%−%0!l ö−−ze−e∀ Η ,!5:−ol%−6 le(etõ−+1 %ll.t(!t) elõ: 

[H~M], [H || M], [H~K], [H || K], [N~M], [N || M], [N~K], [N || K], 

azonban ezek között vannak megegyezõ ∃o9elle,4   

 A vizsg%l!t e1&−ze∋û−ö96,∗ ha figyelembe vessz8, ! −o∋o− +− 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%-

sok n+(%∀& tulajdons%1%t. Nevezetesen, b%∋∃el&6, ∃o9ell e−et+∀ 61!z!, a kö0etkezõ 
szab%lyok: 
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% 

$ 1 $ 2 
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[A] || [A] = [A] [A] || [B] = [B] || [A] ([A] || [B]) || [C] = [A] || ([B] || [C]) 

[A] ~ [A] = [A] [A] ~ [B] = [B] ~ [A] ([A] ~ [B]) ~ [C] = [A] ~ ([B] ~ [C]) 

 

 Ennek megfelelõe∀ a h%∋o∃ele∃e− ,!5:−ol%−o, e1&−ze∋û22e∀ 6− 7el.∋(!t),, ill. ki-

bonthat),;  

(a) [H~M] = [H~ (H~N)]  = [H~N] = [M]   Maxwell-test  

(b) [H || M] = [H || (H~N)]  =  =  [S]    Standard test  

(c) [H~K] = [H~(H || N)]  =   =  [S]    Standard test 

(d) [H || K] = [H || (H || N)]  =  [H || N] = [K]    Kelvin-test 

(e) [N~M] = [N~(H~N)]  =  [H~N] = [M]   Maxwell-test 

(f) [N || M] = [N || (H~N)]  =   =  [MΙΑ  tehetetlens+16 Maxwell-test 

(g) [N~K] = [N~(H || N)]  =   =  [S]    Standard test 

(h) [N || K] = [N || (H || N)]  =  [H || N] =  [K]    Kelvin-test 

 Ebbõl ! Η le(etõ−+12õl ∃%∋ :−!, ,+t <3 !∀&!1∃o9ellt −6,e∋8lt elõ%ll.t!∀6, a POYN-

TING-THOMSON-f+le −t!∀9!∋d testet (S) +− a tehetetlens+16 MAXWELL-testet (MΙ), miköz-

ben r%3ött8∀,∗ (o1& tö227+le ,!5:−ol%−−!l 6− elõ%ll.t(!t) #1&!∀!z ! 0+1e∋e9∃+∀&4 Az (f) 

v%ltozat m%∋ ,60ezet !z e99616 ,ö∋2õl∗ ∃e∋t !z $ m%−o9∋e∀9û 69õ9e∋60%lt3! =! te(etetle∀-

s+16 t!1> 6− ∃e13ele∀6, 2e∀∀e, holott a VERHÁS-elemet nem vontuk be. 

 Nem szolg%lt!t∀!, <3 ∃o9elle,et !z !l%226 (%∋o∃ele∃e− ,!5:−ol%−o,;  

[H~M] =  [H~(H~N)]  =  [H~N] =  [M], 

[H || K]  =  [H || (H || N)] =  [H || N]  =  [K], 

[N || K]  =  [N || (H || N)] =  [H || N]  =  [K], 

[N~M]  =   [N~(H~N)]   =   [H~N]  =  [M], 

csup%∀ ! MAXWELL- +− KELVIN-testet .∋3%, le ∀e∃ ,+t ele∃∃el∗ (!∀e∃ (%∋o∃∃!l4 

 A v%zolt fel.∋%− :−!, !zt te−z6 lehetõ0+∗ (o1& ! ,8lö∀2özõ ,!5:−ol%−o, e∋e9õ3+∋õl el-

dö∀t(e−−8,∗ (o1& !z e99616 ∃o9elle,et !93!-e, vagy pedig olyan <3!t∗ !∃el& !z eddi-

giektõl k8lö∀2öz6,4 Az eredõ ∃o9ell 5!∋!∃+te∋e6t !zo∀2!∀ ∃%∋ ∃e1le(etõ−e∀ 2o∀&ol#lt 

kisz%∃.t!∀6 !z %lt!l#∀, 6− 7el.rt erõ- +− el∃oz9#l%−-ö−−ze7811+−e,2õl4 So, ele∃ e−et+∀ 

lelem+∀&∋e +− ötlete,∋e∗ 0!l!∃6∀t 1&!,o∋l!t∋! 0!∀ −z8,−+14  

 [FϑLÖP (2008)] bemutatja azt az %lt!l%∀o− ∃)9−ze∋t, mely leegyszerû−.t6 ! ∃#∀,%t∗ − 

egyben rö1tö∀ l%t3#,∗ (o1& ! 7e−z8lt−+1 +− 9e7o∋∃%:6) (%∀&!9rendû 9e∋60%lt3!6 3ele∀nek 

az anyagegyenletben. Ismerteti az ö−−ze− le(et−+1e− ,!5csol%− 

megtal%l%−%∀!, ∃)93%t 6−∗ !z olyanok+t 6−, amelyek nem 

.∋(!t)k fel soros +− 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−−!l∗ 5+l9! e∋∋e !z 

%2∋%∀ l%t(!t) le1e1&−ze∋û22 e−et =!(ol ! t+1l!l!5 tetszõleges 

modellt jelenthet). Erre <1& tû∀6,∗ (o1& a reol)16!6 ∃o-

dellekn+l ∀6∀:− −z8,−+18∀,, mert a termodinamikailag meg-

engedett, tö22 96∀!∃6,!6 0%ltoz) ,6,8−zö2öl+−+0el ,!5ott 

% 

< :
6 −)ra 
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kapcsol%−o, <1& tû∀6,, nem eredm+∀&ez∀e, ol&!∀ ∃o9ellt∗ !∃el&et ! ,l!−−z6kus soros-

p%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−o,,!l ∀e t#9∀%∀, ∃e10!l)−.t!∀64 A termodinamikailag megen-

gedett reol)16!6 ∃o9elle, 5o∀to− o−zt%l&oz%−! ∃6∀9e∀e−et∋e ∃+1 to0%226 06z−1%l!to,!t 

ig+∀&el4 

 (G) POYNTING-THOMSON- (VAGY STANDARD) TEST. A HOOKE-test [H] +− ! MAX-

WELL-test [M] p%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−%0!l %ll.t(!t) elõ: [S] = [H || M] = [H || (H~N)]: 

 < 9
6 −)ra6 ∋ stan%ar% test egyik lehetséges ka&csol−si 2−zlata 
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%"$#$% !! '%& 22? . 

 

 Ugyanerre az eredm+∀&∋e 3#t#∀, ! KELVIN-test [K] +− ! HOOKE-test [H] soros kap-

csol%−%0!l: [S2] =  [K~H] = [(H || N)~H]. Ezt egyesek du%l6− −t!∀9!∋9 te−t∀e,∗ 0!1& STU-

ART-modellnek is nevezik. 

     

<Φ6 −)ra6 ∋ stan%ar% test egy m−sik lehetséges ka&csol−si 2−zlata 
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.1& ! STANDARD modell anyagegyenlete � mindk+t ,!5:−ol%−6 0%zl!t e−et+∀ � azonosan 

%"$#$% !! ÜÝÞ 22 ?  

alak<4 

 Erre a k+t ,!5:−ol%−6 0%zl!t∋! +∋9e∃e− ∃+1 761&el∃et −ze∀tel∀64 Vizsg%l3#, ∃e1 ! 

(7) termodinamikai kö0etel∃+∀&e, tel3e−8l+−+t4 Itt 6− (!∀1−<l&ozz#,∗ (o1& ∃o9ell8nk 

egydimenzi)−∗ ! 1&!,o∋l!t6 1eo∃et∋6%, =(e∀1e∋∗ −z!l!1∗ −t24>  e−et+∀ ! (!−o∀l) e1&e∀let 

megfelelõ e1&8tt(!t)6∋! %lt!l%2!∀ ∀e∃ %ll∀!, 7e∀∀ eze,  az egyenlõtlens+1e,4 Ott te∋∃+-

szetesen a tenzoregyenleteket kell alapul venn8∀,4 Tudjuk ezen fel8l∗ (o1& !z e∀t∋)56! 

konk%06t%−! =6llet0e e1&e∀+∋t+,ûe∀ ! −z!2!9e∀e∋16! ∃e:(!∀6,!6 ∋+−z+∀e, ,o∀0eΕ6t%−!> 

megkö0etel6 ∃+1 eze∀ ,.08l ! 

       02 à?
 

egyenlõtle∀−+1 tel3e−8l+−+t 6−4 A legegyszerû22 e−etet felt+telezve a fenti egyenlõtle∀−+-

gek a rug)%ll!∀9) 0!l!∃6∀t a s<∋l)9%−6 t+∀&ezõ pozitivit%−%0!l egyen+∋t+,ûe,4  
 

POYNTING-THOMSON-testn+l  STUART-modelln+l 

,0:2 1 âã (?  
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 N+zz8, ∃e1 7o∋9.t0! 6−∗ !∃6,o∋ ! ∃o9ellele∃e, ,!∋!,te∋6−zt6,%6t .∋3#, 7el !z 
anyag%ll!∀9), 78110+∀&+2e∀∗ s akkor a  

(iii)              0,0 ôô ii( )  

felt+tele,∀e, ,ell tel3e−8l∀68,; 
 

POYNTING-THOMSON-testn+l  STUART-modelln+l 

(a)   ,02:1 õö ?(  
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(H)  TEHETETLENSÉGI VISZKÓZUS (MAXWELL-) TEST. Jele: [MΙ]. A KELVIN-test [K] 

+− ! NEWTON-test [N] soros kapcsol%−%0!l %ll.t(!t) elõ: [MΙ] = [K~N ] = [(H || N)~N ]: 

 <
!6 −)ra6 ∋ tehetetlenségi MaΑΧell-test egy lehetséges ka&csol−si 2−zlata 
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$!%"$#% !!!! ✞✟✠ 2 . 

A (7) egyenlõtle∀−+1e, 6tt 6− l%that)!∀ e1&e∀+∋t+,ûe, !z e1&8tt(!t), 5oz6t606t%−%0!l4 

Vizsg%l3#, ∃e1 !z !∀&!16 te(etetle∀−+1 =Η> felt+tel+t; 

     
21

2
2

22
))

)

"

!
"# ✡☛☞☞ ? >0. 

Ugyanerre az eredm+∀&∋e 3#t#∀, ! NEWTON-test [N] +− ! MAXWELL-test [M] p%∋(#z!∃o− 

kapcsol%−%0!l ?MΙ] = [N || M] = [N || (H~N)]: 

          
<Γ6 −)ra6 ∋ tehetetlenségi MaΑΧell-test egy m−sik ka&csol−si 2−zlata 
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 A (7) egyenlõtle∀−+1e, 6tt 6− l%t(!t)!∀ e1&e∀+∋t+,ûe, !z e1&8tt(!t), 5oz6t606t%−%0!l4 

Az anyagi tehetetlens+1 =Η> 7elt+tele ism+t t<lcsillap.tott e−etet ∃#t!t: 

     21 222 ))
"

!
"# ✎✏✑✑ ? >0.    

A h%∋o∃ ∋eol)16!6 ele∃ ö−−ze,!5:−ol%−%0!l !z ö−−ze− le(et−+1e− e−et2õl ∃6∀9ö−−ze ! 
kö0et,ezõ (!t  

1 elemes - [H] $% ?2✔ ,    

    [N] $#% !2✕ ,  

2 elemes - [K] $#$% !22 ✖✕ ? ,  [H || M]   

    [M] ,2 %"$#% !! ✘✕   [H~N] 

3 elemes - [S] %"$#$% !! ✘✖✕ 22 ? ,  [H || M] [H~K] 

    [MΙΑ $!%"$#% !!!! ✖✘✕ 2 .  [N~K]  [N || M] 

egym%−t)l 7811etle∀ ,öze1∃o9ellt lehetett fel+5.te∀6. 

5. NÉGY ELEM ÖSSZEKAPCSOLÁSÁVAL ALKOTOTT MODELLEK 

 Az ö−−ze,!5:−olt ele∃e, −z%∃%∀!, ∀ö0e,e9+−+0el ! le(et−+1e− e−ete, −z%∃! −o,-

szoros%∋! ∀ö0e,e96,4  

 Mi viszont azokat a modelleket, amelyek nem kö0et,ez∀e, a termodinamika m%-

sodik fõt+tel+2õl � a felt+telez+−e6∀, ∃ellett � nem tekintj8, !∀&!1tö∋0+∀&∀e,∗ :−!, e1& 

ö∀,+∀&e− e∃2e∋6 ,o∀−t∋#,:6)∀!,4 Egy dinamikai v%ltoz)∋! −zo∋.t,oz0! teh%t ∃6∀9!zo-

kat a kapcsol%−o,!t el(!1&3#,∗ !(ol ! 7e−z8lt−+1∀+l !z el−õ∀+l∗ 0!l!∃6∀t ! 9e7o∋∃%:6)∀%l 

a m%−o96,∀%l ∃!1!−!22∋e∀9û 69õ9e∋60%lt!, −ze∋e5el∀e,4 

 Ettõl k+t e−et2e∀ ∃+16− elt+∋8∀,. A talajmechanikai irodalomban +− 5ol6∃e∋e, 06-

selked+−+∀e, le.∋%−%∀%l −o,−zo∋ !l,!l∃!zott ,+t ∃o9ellt ∃+16− 7el.∋#∀, =nevezetesen az 

<∀4 ∀+1&ele∃e− BURGERS-testet, +− !z ötele∃e− ∀e0e−6∀:− te−tet>∗ (o1& !z !2−z#∋96t%-

sukra r%∃#t!t(!−−#∀,4 É− ez%lt!l ∃e1)03#, ! ,#t!t),!t +− !l,!l∃!z),!t !tt)l∗ (o1& � 

alaposabb vizsg%l!t ∀+l,8l � a bonyolultabb reol)16!6 ∃o9elle,∋õl !zt (611&+,∗ 3o22 

közel.t+−ei a val)−%1∀!,4 

 Az eddig fel.∋t hatf+le ,!5:−ol%− !l!53%∀∗ !z eze,2õl 7el+5.t(etõ 4 ele∃e− ,!5:−o-

l%−o, 2+2 elemes +− !z ΚΛΜ ele∃e− ,!5:−ol%−∗ amelyek között ∃6∀9ö−−ze ,+t <3!22 ∋e-

ol)16!6 ∃o9ell 0!∀4 
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(I) TEHETETLENSÉGI STANDARD TEST. Jele: [SΙΑ4 A ≅Λ≅ ele∃e− ,!5:−ol%−o, ,öz8l ! 

k+t sorba kapcsolt KELVIN-test szolg%lt!t <3!22 ∃o9ellt; 

 

 

206 −)ra6 ∋ tehetetlenségi stan%ar% test egy lehetséges ka&csol−si 2−zlata 
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%"$!$#$% !!!! ✛✜✜✢ 22? . 

 A (7) egyenlõtle∀−+1e, 6tt 6− l%t(!t)!∀ ,ö0et,eznek az egy8tt(!t), 5oz6t606t%−%2)l4 

Vizsg%l3#, ∃e1 !z !∀&!16 te(etetle∀−+1 =Η> 7elt+tel+t;     
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K+t 5%∋(#z!∃o−!∀ ,!5:−olt KELVIN-test 
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ugyancsak KELVIN-testet eredm+∀&ez4 
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K+t −o∋2! ,!5:−olt MAXWELL-test 
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ugyancsak MAXWELL-testet eredm+∀&ez4 

K+t 5%∋(#z!∃o−!∀ ,!5:−olt MAXWELL-test eredõ3e; 

 
2 Ε 6 −)ra 

! " %
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szint+∀ MAXWELL-test. 

            

 A tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 te−tet to0%226 ,!5:−ol%−o,,!l 6− elõ%ll.t(!t3#, =l94 5+l9%#l 
a 2;6 −)r−t).   

     
2;6 −)ra6 ∋ tehetetlenségi stan%ar% test egyé) lehetséges ka&csol−si 2−zlata 
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Itt az anyagi tehetetlens+1 =Η> 7elt+tele; 

     022 2 9&'' )
"

!
"# ?  

 N+zz8, ∃e1 7o∋9.t0! 6−∗ !∃6,o∋ ! ∃o9ellele∃e, ,!∋!,te∋6−zt6,%6t .∋3#, fel az anyag-

%ll!∀9), 78110+∀&+2e∀∗ ∃o−t ∃%∋ :−!, !z elsõ ∃o9ell∋e; 
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A (7) egyenlõtle∀−+1e, a kö0et,ezõ, [SZERK. ASSZONYI (2006), 63-65. o.]: 

(1 
) 1 

% 
(2 

) 2 

% 

 

(1 

) 1 

) 2 

Kel2in 

MaΑΧell 

(2 



70 

(1)       .0,0,0,02 ✤✤✥✤✤ !"
#

"# ?  

Term+−zete−e∀ ! 02 ✧?
 felt+tel to0%22∋! 6− 7e∀∀%ll4 Annak +∋9e,+2e∀∗ (o1& ∃6∀-

den felt+tel felt%∋#l3o∀ elõtt8∀,, egym%− ∃ell+ .∋3#, 7el !z !∀&!1%ll!∀9),∋! +∋0+∀&e− 

ONSAGER-f+le 7elt+tele,et +− !z ele∃e, ,!∋!,te∋6−zt6,%3%∀!, 5oz6t.0 0olt%2)l !9)9) 7el-

t+tele,et; 
 

FELTÉTELEK 

AZ ANYAGÁLLANDÓKKAL  AZ ELEMKARAKTERISZTIKÁKKAL 

,0:2 1 ✩✪ (?  
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(c)   ,0:1 ✤✻
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!
)  

! " ,0: 212 9%&' ))"
#

(
?

 
 

(d)   022:2 9''&
"

!
"#) ? . 

Az anyagi tehetetlens+1 =Η> 7elt+tele, 

022 2 9&'' )
"

!
"# ?  

leolvashat) !z e1&8tt(!t), 5oz6t606t%−%∋! 0o∀!t,oz) =2> +− =9> 7elt+tele,2õl4 Φ!−o∀l)!∀ 

az elõzõe,(ez, ez erõ−e22 az ONSAGER-i 09'"
#

?
 felt+teln+l, vagyis e szerint a defor-

m%:6), ,+−+−6 69e3+∀e, +− ! ∋el!Ε%:6)− 69õ∀e, ! ,8lö∀2−+1e ∀e∃ :−!, +55e∀ 5oz6t.0∗ 
teh%t rel%ef tt 9 , hanem hat%rozottan pozit.0:  

0
2

:,0:,0:,0: 9&99'&'&?9&9&
"

!
"

#
"

#

?
tttt

?
tt

?
t tehtehrel%efrel%ef , 

ahol 

t%ef �  a deform%:6), ,+−+−6 69e3e∗ 
trel �  a relax%:6)− 69õ∗ +− 

?t �  a kettõ 9677e∋e∀:6%3!∗ 
tteh �  a tehetetlens+16 69õ4  

 Ha a ?t z+∋#−, akkor az anyag hasonl)!∀ viselkedik, mint a rugalmas HOOKE-test, 

mert a deform%:6), 5o∀t !∀∀&6t ,+−∀e,∗ ∃6∀t !∃e∀∀&6t ! 7e−z8lt−+1 ∋el!Ε%l)96,∗ te(%t ! 

köze1 69õ7811etle∀ 06−el,e9+−t ∃#t!t [ha a kezdeti felt+tele,∋e tel3e−8l )0(2)0( $% ?& , 

akkor b%∋∃6,o∋ k+−õ22 6− )(2)( t?t $% & ]. Holott az anyag tteh tehetetlens+16 6deje nem 

z+∋#−. Teh%t ! l6∀e%∋6− ∋eol)16!6 ele∃e, +∋t+,+∀e, 5oz6t606t%−! sem egyen+∋t+,û ! te∋∃o-
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dinamikai felt+tele,,el, azokn%l gyeng+22 kö0etel∃+∀&∋e∀9−ze∋t 3ele∀t, mert nem en-

gedi meg a (8) felt+tel∀+l ! 3o22ol9!l ∀e1!t.0 0olt%t4  

 

Vizsg%l3#, ∃e1  az 
"

!
"

# ??
2

✽✾  felt+telt ∋+−zlete−e22e∀4  

Ha belegondolunk, ez a felt+tel ! ? , # , 

" , !  anyag%ll!∀9), %lt!l ,67e−z.tett n+1&96-

menzi)− t+∋2e∀ � annak is a pozit.0 ,0!9∋%∀-

s%2!∀ = 0,0,0,0 ❀❀❀❀ !"#
?

) � egy h%-

romdimenzi)− fel8lettel el(!t%∋olt t+∋∋+−zt !9 

meg. A 2 : 6 −)r−n rö1z.tett const? ❃2/!  

+∋t+,∀+l %2∋%zolt#, ! (iperbol%t∗ !∃el& a 

"
# ❄
?

 egyeneshez tart aszimptotikusan. En-

nek a gö∋2+∀e, ∃6∀6∃#∃! 0!∀ ! 
?2

!
" ❅  

helyen 
??

!# 2❅  +∋t+,,el4 Φ! ! 7elt+telt 

m%−o97o,< e1&e∀let∀e, te,6∀t38,, akkor 

rö1z.tett ?∀ # +− !  mellett: 0
2

2 ❆❇✾
??

!
"

#
" , +s "-ra a 

max

22

min :22: "
!##

"
!##

" ❈❉❊❋●❍■❏❉❊❋●❍■❑❉❊❋●❍■▲▲❉❊❋●❍■❏❉❊❋●❍■❏❉❊❋●❍■❈
??????

 

felt+tel !9)96, =ezt !z %2∋%∀ ! 0.z−z6∀te− e1&e∀e− ∃et−z+−5o∀t3! 3elöl6 ,64> Ekkor a disz-

krimin%∀− +∋t+,+tõl 7811õe∀ (%∋o∃ e−et le(et−+1e−; 

(a)  02

2 ▼◆❖P◗❘❙❚◆❖P◗❘❙
??

!#
,    ! !# ?22 ❯ ,         

(b)  02

2 ❱◆❖P◗❘❙❚◆❖P◗❘❙
??

!#
,    ! !# ?22 ❲ , 

ez a hiperbola minimuma, s ez azt az ab-

szurd esetet adn%∗ !∃6,o∋ !z !∀&!1%lland), 

sz%∃! e11&el :−ö,,e∀∀e∗ pl. 

!"# ,,,?    helyett  ?? 2/,,, 2#!"# ❲ , 

s .1&       
 296 −)ra6 ∋z anyag−llan%ók értelmezési 

tartom−nya k+lön)özõ rögz4tett !  esetén 

22 !?  
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"
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"

#

?? 2

❇✽
 

max"  

22 !?

23 !! ❳  

12 !! ❨  

01 ❨!  

" 

min"  

"
# ✽
?

2:6 −)ra 
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$
#

$#$%"% !!!! ??
2

22
2❬❬❭❬

, 

 

(c) 02

2 ❪❫❴❵❛❜❝❞❫❴❵❛❜❝ ?? !#
,    ! !# ?22 ❣ , s ekkor nincs val)− ∃e1ol9%−4  

 Elemz+s8∀,∗ e99616 5+l9%6∀,,!l −ze∃l+ltet0e∗ teh%t ∃e1∃#t!t3!∗ (o1& ! te∋∃o96∀!-

mikai felt+tele,∗ !z!z a m%−o96, fõt+tel ,ö0etelm+∀&∋e∀9−ze∋+∀e, 761&el∃e∀ ,.08l 

hagy%−! reduk%l3! ! le(et−+1e− anyagmodellek kö∋+t. Tov%226 5+l9%,!t t!l%l(!t#∀, 

[VERHÁS, 1985] kö∀&0+2e∀4 
 

 (J) BURGERS-modell. Jele: [B]. Ennek a modellnek 4 alapelembõl tö∋t+∀õ elõ%ll.t%−!  

egy KELVIN- +− e1& MAXWELL-modell soros kapcsol%−%0!l tö∋t+∀6, ([B] = [K~M]). Ez a 

modell azonban a fesz8lt−+1 ∃%−o9∋e∀9û 69õ9e∋60%lt3%∀!, ! ∃e13ele∀+−+0el ,60ezet 

abb)l ! ,ö∋2õl∗ !∃el& ! ∋e%l6− !∀&!1tö∋0+∀&t t!∋t!l∃!zz!4 Ugyanis az entr)56! ∀ö0e,e-

d+−e !l!53%∀ le0ezetett !∀&!1tö∋0+∀& 

! " 0,,,, &$$$%% !!!!∗  

alak<4 

 

2Φ6 −)ra6 ∋ #∃rgers-test ka&csol−si 2−zlata 

,1
2

2

1

1

2

2

1

1
2

1

21 %
))

%
))

$)$
))

% !!!!!!
(((((

'33
4

5
66
7

8
%%'%&  

,:,1:,:,:2
2

2

1

1

2

2

1

1
2

1

21

(((((

))
*

))
")!

))
# &%%&&&  

%*%"$!$#% !!!!!! ''%& 2 . 

 B%∋ ! BURGERS-modellt sz+le− ,ö∋2e∀ !l,!l∃!zz%,∗ ∃+1−e∃ te,6∀t38, ! ∋e%l6− 

szil%∋9 te−te, le(et−+1e− !∀&!1tö∋0+∀&+∀e,4 Nem f811 !z $-t)l∗ :−#5%∀ !∀∀!, 69õ−ze∋6∀t6 

deriv%lt3!6t)l4 E∀∀e, −z%∃o− ,ö0et,ez∃+∀&e 0!∀∗ 5l4 te∋(el+− hat%−%∋! ∀e∃ 3ele∀6, ∃e1 

azonnali rugalmas deform%:6)4 Sz%∃o− e−et2e∀ !l,!l∃!zz%, t!l!3∃e:(!∀6,!6 5∋o2l+∃%-

kn%l∗ − ∃6∀9e∀ e−et2e∀ (el&e−e22 ∃e1ol9%−t ,!5#∀, ! −t!∀9ard test alkalmaz%−%0!l4 K+t 

) 1 

(1 

(2 % 
) 2 

$ 1 $ 2 

Kel2in MaΑΧell 
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dinamikai v%ltoz)0!l∗ te∋∃o96∀!∃6,!6 ∃o9ell,+∀t tö∋t+∀õ elõ%ll.t%−! to0%226 06z−1%-

latokat ig+∀&el4 

 

 

6. A RUGALMASSÁGTANI MODELLEK ÖSSZEΝOGLALÁSA 

Az elõzõ,2e∀ l%tt#,∗ (o1& ! ,+t !l!5ele∃ � [H] rug) +− ?NΑ (e∀1e∋ � kombin%:6-

)3ak+∀t =−o∋o− +− 5%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−−!l> !z ö−−ze− l6∀e%∋6− ∋eol)16!6 ∃o9ell 7el∋!3-

zolhat)4 Ez ö∀∃!1%2!∀ azonban csak ö∀:+l< 3%t+,∗ ∃e∋t :−!, !zo, ! ∃o9elle, 0e(etõ, 

figyelembe, amelyeket a  

(4)        $!%"$#$% !!!! ❤✐❤❥ 22 ?  

anyagtö∋0+∀& ∃!1%2! 7o1l!l az egy8tt(!t),∋! 0o∀!t,oz) elõ3el-megszor.t%−o,,!l 

egy8tt. 

 Ez tö22e, ,özött azt jelenti, hogy a (4)-ben l+0õ !∀&!1%ll!∀9), ,öz8l e1&e−e,et z+-

rusnak tekinthet8∀,4 Eze, ! r∃galmas modellek a megszokott elnevez+−e6, 7elt8∀tet+-

s+0el ! ,ö0et,ezõ,; 

∋ tehetetlenségi (gyors∃l−si) tag nélk+li mo%ellek= 

1.  % = 0   [PASCAL-(folyad+,> te−tΑ3
 

2.  % = 2?$   [HOOKE- (rugalmas) test] 

3.  % =   2ç$!   [NEWTON-(folyad+,> te−tΑ 

4.  % = 2?$  + 2ç $!   [KELVIN-VOIGT- (rugalmas-viszk)z#−> test] 

5.  % = 2?$   ! %" !  [R∃galmas-relaΑ−ciós test] 

6.  % =   2ç $! ! %" !  [MAXWELL-(folyad+,> te−tΑ 

7. % = 2?$  + 2ç$!   ! %" !   [POYNTING-THOMSON-(standard) test] 

Mint l%tt#,∗ ! 9õlt 2etû0el −ze9ett ∋#1!l∃!−-relax%:6)− ∃o9ell ∀e∃ ∋e%l6− !∀&!1∃o-

dell, mivel a (7) harmadik egyenlõtle∀−+1e ∀e∃ tel3e−8l(et. Ezzel azt is mondjuk, hogy 

a termodinamika m%−o96, 7õt+tele ∀e∃ e∀1e96 ∃e1∗ 0!1&6− 76z6,!6 ∋e!l6t%−! ∀6∀:−∗ noha 

matematikai realit%−! 0!∀4 Ez !z %ll.t%s kö∀∀&e∀ 2el%t(!t)∗ (! ! −t!∀9!∋9 ∃o9ell2õl 6∀-

dulunk ki, 2 rug) ?(1 +− (2], valamint egy henger [)2] kapcsol%− form%3%2!∀ elõ%ll.t0!4 

Ekkor az anyag%ll!∀9)6 ! ,ö0et,ezõ,; 

2

2

2

1
21 :,1:2,:2

((

(
(?

)
")# ❧♠♠♥♦♣♣qr s❧❧ . 

                                                   
3
 Ezt csak a felsorol%− tel3e−−+1e ,e90++∋t −ze∋e5eltett8,∗ !zo∀2!∀ ∋e%l6− !∀&!1∃o9ell∀e, ∀e∃ te,6∀t(etõ4 
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 A RUGALMAS-RELAXÁCIÓS MODELL eset+∀ a 2#-nak z+∋#−∀!, ,elle∀e le∀∀6e∗ ez 

azonban nem lehets+1e−∗ ∃e∋t ) 2 = 0 eset+∀∗ ! " = 0, teh%t ! HOOKE-testet kapjuk, 

21 /1 ((
t

= 0 eset+∀ 5e961 0!l!∃el&6, ∋#1)%ll!∀9)∀!, ,elle∀e ∀e1!t.0∀!, le∀∀6∗ !∃6 

nem lehets+1e−4 

∋ tehetetlenségi (gyors∃l−si) tagot figyelem)e 2e2õ mo%ellek: 

1.  % =     $! !!  [tehetetlenségi PASCAL-test] 

2.  % = 2?$  + $! !!  [tehetetlenségi HOOKE-test] 

3.  % =   2ç$!   + $! !!  [tehetetlenségi NEWTON-test] 

4.  % = 2?$  + 2ç $!  + $! !!  [tehetetlenségi KELVIN-test] 

5.  % = 2?$   ! %" !  + $! !!  [tehetetlenségi r∃galmas-relaΑ−ciós test] 

6.  % =   2ç $! ! %" !  + $! !!  [tehetetlens+16 MAXWELL-test] 

7. % = 2?$  + 2ç$!   ! %" !  + $! !!  [tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 test] 

Ebben az esetben m+1 ∋o−−z!22 ! (el&zet∗ ∃e∋t !z el−õ Χ e1&e∀let .∋ le 76z6,!6l!1 

irre%l6− ∃o9ellt. 

Itt +− ∃o−t 7el0et(etõ le∀∀e∗ (o1& ez !z+∋t 0!∀∗ ∃e∋t ∃6∀9ö−−ze ,+t ∃o9ellele∃∃el 

dolgoztunk, de ha megvizsg%l3#, ! VERHÁS-test (Ε6 −)ra) bevon%−%0!l !9)9) le(etõ−+-

geket, akkor m%∋ ∃%− ! (el&zet4 

 

7. RUGALMASSÁGTANI MODELLEK VERHÁS-ELEMMEL 

Az anyagtö∋0+∀& :−!, !z 

! " 0,,,, &$$$%% !!!!∗  

ö−−ze7811+−∀e, ∃e17elelõ 0%ltoz),!t t!∋t!l∃!z(!t3!4 A VERHÁS-test bekapcsol%−%0!l 

megjelenhetnek a fesz8lt−+1e, el−õ∀+l ∃!1!−!22∋e∀9û∗ +− ! 9e7o∋∃%:6), ∃%−o96,∀%l 

magasabbrendû idõ9e∋60%ltjai is. A h%∋o∃ele∃e− ,!5:−ol%−61 le(et−+1e− e−ete,et ! ,ö-

vetkezõ t%2l%z!t t!∋t!l∃!zz!;                                                                  

 

(A) tehetetlenségi 

HOOKE-test 

$!$% !!%& ?2  

(B) tehetetlenségi 

 ne2esincs-test 

$!%*% !!!! &%  

(C) tehetetlenségi 

 RelaΑ−ciós test 

$!%"% !!! %'&  

 
  

)  

M 

% 

( M ( 

% 
M 
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(D) ,ehetetlenségi 

NEWTON-test 

$!$#% !!! ✉✈ 2  

(E) tehetetlenségi 

ne2esincs-test 

$+$!$#%"% !!!!!!! ✉✉✈✉ 2  

(F) tehetetlenségi 

KELVIN-test 

$!$#$% !!! ✉✉✈ 22?  

 
  

          

2!6 −)ra 

Az %2∋%∀ l%t(!t) ∃o9elle, � az (e) kiv+tel+0el � csup%∀ ∋#1)0!l +− (e∀1e∋∋el ∀e∃ %l-

l.t(!t), elõ4 K+∋9+−, hogy van-e egy%lt!l%∀ −z8,−+1 eze,∋eΟ 

A tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 te−t VERHÁS-elemmel tö∋t+∀õ egyik elõ%ll.t%−a a kö0et-

kezõ:  

,1:,:

,:2,:2

2

1
2

2

2

2

2
111 ✇✇①②③③④⑤ ⑥⑦⑦ ⑥⑦⑦
)

)
!

)
"

)
)#

M
M

M
((?

 

.22,22

,22,2

12

2
21

"#)"#
"

!
)

"#"!

??

?M?( ⑧⑨⑩⑧⑨ ⑩⑧⑨⑨
           

 

2Γ6 −)ra6 ∋ tehetetlenségi stan%ar% mo%ell ka&csol−si 2−zlata 

 Az anyagi tehetetlens+1 =Η> 7elt+tele most alulcsillap.tott e−etet 3elez: 

.022 2 ❶❷❸❷❷ )
"

!
"# ?  

Eddig k+t lehetõ−+1 mer8lt 7el ! −t!∀9!∋9 te−t anyagtö∋0+∀&+∀e,  kapcsol%−6 0%zl!ttal va-

l) −ze∃l+ltet+−+(ez: ❹  vagy csak k+tf+le elembõl∗ ! −t!∀9!∋9 testhez egy )1 karakterisztik%3< henger 

p%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−%0!l +5.t38, 7el ! tehetetlenségi stan%ar% modellt, ❹  vagy h%∋o∃f+le elembõl +5.t38, 7el∗ s az elõ226 te(etetle∀−+16 standard testn+l 

egy rug)t ,6:−e∋+l8∀, e1& M2  karakterisztik%3< t%∋:−%0!l. 

 A k+t lehetõ−+1 ,özött !zo∀2!∀ )∋6%−6 ! ,8lö∀2−+1∗ !∀∀!, elle∀+∋e∗ (o1& ∃!te∃!ti-

kailag azonos alak< e∋e9õ e1&e∀letet szolg%lt!t∀!,4 Az anyagtö∋0+∀& ,!5:−ol%−6 0%zl!-

% ) 

( 

M 

( ) 

% 
M 

% 
) 

M 

(1 

) 2 

% 

1ooke 

.erh−s 

ΒeΧton 

M2 

) 1 

ΒeΧton 
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t%∀!, elõ%ll.t%−! 0!l)3%2!∀ 6∀9677e∋e∀− −z%∃#∀,∋!∗ !zo∀2!∀ l+∀&e1e−∗ (o1& ∃6l&e∀ 6∀7o∋-

m%:6),!t köz0et.t −z%∃#∀,∋!4 

 Az elsõ e−et2e∀ !z !∀&!1tö∋0+∀& ∃6∀9ö−−ze ,+tf+le modellelembõl +58l 7el4 Β!1&6− 

val)−z.∀û−.t(etõ∗ (o1& !z !∀&!1∀!, ∃e:(!∀6,!6 −ze∃5o∀t2)l ∃6∀9ö−−ze két alapvetõ 

tulajdons%1! 0!∀; ! ∋#1!l∃!− !l!,0%ltoz%− ,+5e−−+1e =! ∋#1!l∃!−−%1> +− az azt g%tol∀6 

igyekvõ 2el−õ −<∋l)9%− =! 06−z,oz6t%−>4 

 A m%−o96, e−et2e∀ !z !∀&!1tö∋0+∀& (%∋o∃f+le modellelembõl +58l 7el4 Β!1&6− 0!l)-

sz.∀û−.t(etõ∗ (o1& !z !∀&!1∀!, ∃e:(!∀6,!6 −ze∃5o∀t2)l h−rom alapvetõ t#l!39o∀−%1! 

van: a rugalmas alakv%ltoz%− ,+5e−−+1+n +− az azt g%tol∀6 61&e,0õ =−e2e−−+11el !∋%-

nyos) belsõ −<∋l)9%−o∀ ,.08l az azt g%tol∀6 61&e,0õ =1&o∋−#l%−−!l !∋%∀&o−> 2el−õ −<∋l)-

d%−4 

 Fel van adva a lecke. Melyik feltev+− fejezi ki helyesen az anyag tulajdons%1!6t fe-

nomenol)16!6 szinten, a rugalmas %ll!5ot2!∀?  

 Ha azt n+zz8,∗ (o1& ! te∋∃+−zet e1&−ze∋û−+1∋e tö∋e,−z6,∗ !,,o∋ !z el−õ e−etet ,+∀e 

elfogadnunk. Ha azt tekintj8,∗ (o1& ! te∋∃+−zet 0+1tele∀8l −o,−z.∀û∗ !,,o∋ ! ∃%−o96, 

esetet kellene val)−z.∀û−.te∀64 L%t(!t)∗ (o1& a termodinamikailag megengedett alul-

csillap.tott ∋eol)16!6 ∃o9elle, elõ%ll.t%−%(oz∗ !z!z a tehetetlens+16 7elt+tel ∀e1!t.0 elõ-

jellel tö∋t+∀õ tel3e−8l+−+(ez∗ −z8,−+1 0!∀ ! VERHÁS-elemre. Vagyis a termodinamikai 

felt+tele, ol&!∀ to0%226 2el−õ ∃e:(!∀6z∃#−t 3elezte, elõ∋e∗ !∃6t :−#5%n a hagyom%∀&o− 

elemek kapcsolgat%−%0!l ∀e∃ le(etett elõ∋e l%t∀64 E∀∀e, 2e0o∀%−! 3ele∀tõ−e∀ ,6te∋3e−zt6 

a lehets+1e− !l,!l∃!z%−o, ,ö∋+t4 E1&elõ∋e ∀e∃ t#93#,∗ ∃6l&e∀ !∀&!1o,∋! 3elle∃zõ e∀-

nek a fajta <3 2el−õ t#l!39o∀−%1∀!, ! ∃e13ele∀+−e4 

 Ism+t 06z−1%l3#, meg r+−zlete−e22e∀ is a fenti k+∋9+−t4 Kö0e−−8, ! ∃e1−zo,ott #t!t∗ 

s .∋3#, 7el !z ONSAGER-f+le 0ezet+−6 tö∋0+∀&(ez t!∋toz) termodinamikai egyenlõtle∀−+-

geket, amelyeket a vezet+−6 te∀zo∋ ∃%t∋6Ε%∀!, 5oz6t.0 9e76∀6t 0olt%2)l ,ö0et,ez6,∗ 0!l!-

mint a modellkarakterisztik%, 5oz6t606t%−%t4 Ezt ! ,ö0et,ezõ t%2l%z!t t!∋t!l∃!zz!; 

FELTÉTELEK 

AZ ANYAGÁLLANDÓKKAL  AZ ELEMKARAKTERISZTIKÁKKAL 

,0:2 1 ❺❻ (?  
 

(a)   ,02:1 ❼❽ ?(  

,0:2
2

2

11 ❾❿➀
)

)#
M

(  
 

(b)   ,0221 ❼➁❽ "#) ?  

,0:
2

2 ❾➀
)

"
M

 ,1:
2

1
2 ➂➂➃➄➅➅➆➇ ➈➉

)

)
! M  

 
(c)   ! " ,0222 9''& "#

"

!
) ?  

,0:
1

1 -&'
(?

)
"

#
 

 
(d)   ! " ,0222 9''& ""#! ?M . 
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 A (b)-bõl ! ∃%∋ ∃e1−zo,ott 0
➊➋ "#?  felt+tel !9)96,∗ 06−zo∀t ! (c)-bõl +− =9>-bõl 

egy meglepõ ➍➎➏➐➑➒ ➓➔
"

#

"

! ??
2

 

felt+telt ,!5#∀,4 Ez pontosan az ellentettje a VERHÁS-elem n+l,8l6 ,!5:−ol%−∀%l ,!5ott-

nak. Az "
# ➋?  +∋t+,e ∀e∃:−!, 5oz6t.0∗ (!∀e∃ ∀!1&o22, mint "! ?2/  az elsõ e−et2e∀∗ 

+− ,6−e22, mint "! ?2/  a m%−o96,2!∀: 

$$ %$$ &'

$$ %$$ &'

$$ %$$ &'

$$ %$$ &' 4
tottt

8
lcsilla&

nélk+lelem.erh−s

&4tottal∃lcsilla

elemmel.erh−s

???? "

!
"

#
"

#

"

!

2
,

2

➙➛➜➝➞➟➠ ➡➛➜➝➞➟➠ ➡➙
. 

 Ebbõl ,ö0et,ez6,∗ (o1& ! ,+t ,!5:−ol%−6 0%zl!t � annak ellen+∋e∗ (o1& #1&!∀!zt ! 

%"$!$#$% !!!! ➢➤➤➥ 22?  anyagtö∋0+∀&t ∃o9ellez6 � m+1−e∃ e,060!le∀− e1&∃%−−!l4 

A 
"

!
"

#

?? 2

➊➋  felt+telt szolg%lt!t) ,!5:−ol%−t nevezt8, �t<l:−6ll!5.tott� e−et∀e,∗ ∃.1 ! 

"

!
"

#

?? 2

➦➋  felt+telt !9) ∃e1ol9%−t 

�!l#l:−6ll!5.tott� e−et∀e,4  

 L%t(!t3#,∗ (o1& ! ,+t ,8lö∀7+le ,!5cso-

l%− −o(!−e∃ 7e9(et6 %t e1&∃%−t∗ (!∀e∃ ,+t 

komplementer/diszjunkt param+te∋ tar-

tom%∀& 7e9(etõ le 0el8,4 Ezt t8,∋öz6 ! Ε06 

−)r−n l%t(!t) ,+5∗ !∃el& ! 2:6 −)ra most 

m%∋ ,6e1+−z.t0e ! VERHÁS-elemes modell 

felt+tel+0el4 

 Elõzete−e∀ %lt!l%2!∀ ∀e∃ t#93#,∗ (o1& 

anyagunk �alulcsillap.tott�, vagy �t<l:−6lla-

p.tott� köze1,+∀t 06−el,e96,-e. 

  

 

 Amikor laborat)∋6#∃6 0!1& 6∀-situ m+∋+−e,2õl ∃e1(!t%∋ozz#, !z !∀&!1%ll!∀9), 

+∋t+,+t∗ !,,o∋ t#93#, el9ö∀te∀6∗ (o1& ∃el&6, e−ettel %ll#∀, −ze∃2e∀4 Azonban ez az 

estlegess+1 nehezen elfogadhat)4 Ut)l!1 ∃e1%ll!5.t!∀6∗ ∃el&6, ,!5:−ol%− t!∋toz6, !z 

anyaghoz? Tal%∀ ,+∀e le∀∀6e e1& ol&!∀ ,!5:−ol%−∀!,∗ !∃el& e1&2e7o1l!l3! !z �!l#l-� +− 

a �t<l-� csillap.tott e−etet 6−4 
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 Spekulat.0 <to∀ 7elt+telez(et38, 5+l9%#l∗ (o1& 0!∀ ol&!∀ !∀&!1∗ !∃el&∀+l 0➧! . 

Ekkor a hiperbola az egyeneshez simul.  

 

 A VERHÁS-elem n+l,8l6 ∃o9ell∀+l ez ∀e∃ 3ele∀t 5∋o2l+∃%t∗ ∃e∋t ➨➩➫➭➯➲ ➳➵➸➺ "
#

"

!

! ?? 0
2 0

, 

vagyis a termodinamikai felt+telt ,!53#,4 

 A VERHÁS-elemmel fel+5.tett ∃o9elln+l ez ! 7elte0+− viszont ellentmond%−∋! 0ezet: ➨➩➫➭➯➲ ➳➼➸➺ "
#

"

!

! ?? 0
2 0

, 

mert "# ➽?
/  mindig pozit.0∗ − ez%lt!l −+∋8l ! te∋∃o96∀!∃6,!6 7elt+tel. Ez viszont csak 

azt jelenti, hogy a 2!6 −)r−n l%t(!t) ,!5:−ol%−2)l ,6,!5:−ol3#, ! VERHÁS-elemet, akkor 

nem kapunk standard modellt, hanem csak egy KELVIN-testet. 

 Rö1z.tett !  +∋t+, e−et+∀ kider8l∗ (o1& ! ! alulr)l ,o∋l%to−∗ +− ! !  minimuma: 

0
22

min

min

➼➨➩➫➭➯➲ ➳➸➸ "
#

"

!

"

!

???
 felt+tel2õl  0222

2
min ➚➪➶➹➘➴➷➬➮ ➪➶ "#""

#
"! ?

?
? . 

A kö0et,ezõ %2∋%∀ l%t−z6,∗ (o1& ∋ö1z.tett !  +∋t+,e, ∃ellett :−!, ! (65e∋2ol! 7ölött6 
tartom%∀& 3ö(et −z%∃.t%−2!; 
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Teh%t a ! +∋t+,e ∀e∃ le(et ,6−e22∗ 

mint a !min, akkor pedig a VERHÁS-

elem n+l,8l6  
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Ε <
6 −)ra 

Ε26 −)ra 

"

!
"

#

?? 2

minÐÑ
 

felt+tel∀e, ,ell tel3e−8l∀6e4 E−etle1 azt mondjuk, hogy egy ! >!min +∋t+,∀+l ! ∃6∀6∃%l6− 

+− ! t+∀&le1e− (65e∋2ol%, ,özött6 te∋8let∋õl 0!∀ sz) (ld. Ε26 −)ra). Ekkor a kö0et,ezõ 

felt+tele, 61!z!,; 

"

!
"

#

?? 2

minÐÑ
 +− 

"

!
"

#

??

tényleges

2

ÒÓ
, 

vagyis 

"

!
"

#

"

!

???

tényleges

22

min ÓÔÓ
. 

 Annak eldö∀t+−+(ez, hogy k+t ele∃∃el∗ 0!1& (%∋o∃∃!l ,ell-e reprezent%l∀6 !z 

anyagtö∋0+∀&t∗ közele22 jutottunk. A v+1le1e− 0%l!−zt∗ ! VERHÁS-elem bevon%−! ∀+l,8l 

nem le.∋(!t) !∀&!1o, 7el6−∃e∋+−+t +− o−zt%l&oz%−%t ,.−+∋let6 06z−1%l!to,∀!, ,ell ∃e1!9-

niuk. 

8. NÉGYNÉL TÖΠΠ ELEM ÖSSZEKAPCSOLÁSÁΒAL ALKOTOTT MODELLEK 

 N+1&∀+l tö22 ele∃∃el 6− 7el+5.t(et38, !z e9961 t%∋1&!lt ∋ugalmas reol)16!6 te−te,et∗ 

ennek %lt!l%2!∀ !zo∀2!∀ −o, +∋tel∃e ∀6∀:−∗ ∃e∋t ∀+1& !∀&!1%ll!∀9) elõ%ll.t%−%(oz ∃6+∋t 

haszn%l3#∀, 7el ∀+1&∀+l tö22 ele∃et4 P+l9!,+55e∀ 7el−o∋ol#∀, k+t ∀+1& ele∃2õl 7el+-

p.tett −t!∀9!∋9 ∃o9ellt ?HORVÁTΦ, R. (1985)]: 

         
ΕΕ6 −)ra 

 Θ39o∀−%1ot !zo, ! ,!5:−ol%−o, 3ele∀te∀e,∗ !∃el&e, elt+∋∀e, !z e9961 t%∋1&!lt!,t)l4 

Ezek azonban m%∋ ,60ezet∀e, ! ! " 0,,,, &$$$%% !!!!∗  felt+telt ,6el+1.tõ te−te, ,ö∋+2õl∗ 0!-

gyis mindegyik n+gyn+l tö22 !∀&!1%ll!∀9)t t!∋t!l∃!z4 Β!1&6− %! �n%l∗ 0!1& $!! �n%l ∃!-

gasabbrendû 69õ9e∋60%lt!, 6− ∃e13ele∀∀e, ! ,o∀−t6t#t.0 e1&e∀let2e∀. Mivel azok nem 

(1 

(2 

) 2 

% 

1ooke 

MaΑΧell 

(3 

1ooke 

) 1 

(1 

(2 

% 

Kel2in 1ooke 

(3 

1ooke 
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eredm+∀&ez∀e, egy dinamikai v%ltoz)0!l le.∋(!t) te∋∃o96∀!∃6,!6 ∋endszert, ez+∋t :−!, 

k+t e−etet 06z−1%l#∀,4 

 (K) ÖTPARAMÉTERES MODELL. Csak t%3+,ozt!t%−6 :+lz!tt!l ∃#t!t3#, ∃+1 2e a 

gyakorlati alkalmaz%−o,∀%l #1&!∀:−!, 7el2#,,!∀) � a standard +− ! KELVIN-test 

p%∋(#z!∃o− ,!5:−ol%−%0!l 7el+5.t(etõ � öt5!∋!∃+te∋e− ∃o9ellt ([5A] = [PT]~[K]), 

amelynek ö∀%ll) ∀e0e −6∀:−4 

 Ε ;
6 −)ra6 ∋z öt&araméteres mo%ell ka&csol−si 2−zlata 

$!$#$%*%"% !!!!!! ××Ø×× 22? ∀ 

! "
! "

! "
! "

! "
! "

! "
! "

.:,:2,:2

,:,
2

:
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3212321
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)
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 (L) ÖTPARAMÉTERES TEΦETETLENSÉGI STANDARD MODELL. Öt ele∃ felhaszn%l%−%0!l 

fel+5.tett tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 ∃o9ell !z+∋t t!∋t(!t +∋9e,lõ9+−∋e −z%∃ot∗ ∃e∋t 7elol93! 

az �!l#l:−6ll!5.tott� +− �t<l:−6ll!5.tott� ,!5:−ol%− ,özött6 96le∃∃%t∗ ! ,+t ,o∃5le∃e∀te∋ 

tartom%∀&t e1&2eol0!−zt3!4 
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ahol  ,:,1:2,:2,: 3

2

1
21

2

2 $!)#
)

" M
(

(
(?

( ÙÚÚÛÜÝÝÞß àÙÙÙ  

"#)!")
"

#
! ??(M?( 22,,2

2
,,2 23231 áââáâââ  

Vegy , +−z∋e∗ (o1& ! te∋∃o96∀!∃6,!6 e1&e∀lõtle∀−+1∋e∀9−ze∋ [(7) +− ! ≅G > 0 felt+tel] 

itt is egyen+∋t+,û !z e1&8tt(!t), 5oz6t606t%−%0!l4 Az anyagi tehetetlens+1 =Η> 7elt+tele 

viszont most a 

2

23
222

)
)

"

!
"#

cM
? ãäãã  

form%2!∀ %ll 7e∀∀, reprezent%l0! ez%lt!l ∃6∀9,+t te∋∃o96∀!∃6,!6l!1 ∃e1e∀1e9ett tarto-

m%∀&t4 Az !∀&!16 te(etetle∀−+1et +− ! :−6ll!5.t%−t 3)l 3elle∃ez(et38, ! FϑLÖP T. %lt!l be-

vezetett jellemzõ,,el [FϑLÖP (2008)]:  

 

 Csillap.t%−6 6∀9eΕ;  I# = "# ?22 å > 0  [MPa h], 

 Tehetetlens+16 6∀9eΕ;  I! = 022 2 æçèéèêé "!"#"! #I?   [MPa h
2
]. 

 

Alulcsillap.tott∀!, ∀e0ezz8k a reol)16!6 ∋e∀9−ze∋t∗ (! te(etetle∀−+16 6∀9eΕe ∀!1&o22∗ 

mint nulla, +− alulcsillap.tott∀!,∗ !∃6,o∋ ,6−e224 A 7elo−zt%− ∃e17elel ! te∋∃o96∀!∃6-

kailag á +− â t.5#−< 96∀!∃6,!6 0%ltoz), 3ele∀l+t+∀e,∗ helyesebben az 1.4 fejezet +∋0el+−e 

alapj%∀ !z  á- illetve â-domin%lt e−et∀e,∗ hiszen %lt!l%nosan irre%l6−∀!, tû∀6,  tiszta idõ-

t8,röz+−6 t#l!39o∀−%1o,!t 0%∋∀#∀, el a belsõ 0%ltoz),t)l.   

 

9. KÉPLÉKENY ÁLLAPOT 

 A k+5l+,e∀&−+16 (!t%∋ t<ll+5+−e #t%∀ ! ∋#1!l∃!− 9e7o∋∃%:6), ∃ellett ,6!l!,#l∀!, ! 

visszaford.t(!t!tlan mara%ó deform%:6), 6−4 M.1 ! te∋(el+− ∃e1−zû∀te #t%∀ ! ∋#1!l∃!− 

deform%:6), eltû∀∀e, =z+∋#−−% 0%l∀!,>∗ !9961 ! ∃!∋!9) 9e7o∋∃%:6), � ahogy elneve-

z+−8, is erre utal � megmaradnak, +∋t+,8, ∀e∃ :−ö,,e∀4  

 Az anyagtö∋0+∀&∗ !∃el& ∋#1!l∃!− +− ,+5l+,e∀y %ll!5otban egyar%∀t +∋0+∀&e−∗ %lt!-

l%∀o−!∀  

(9)      ! "! " ! "! ∀
$$$$$$ %$$$$$$ &'

!
$$$ %$$$ &'
!!!!

&lasztik∃s

&lf&l

elasztik∃s

??? $##$$$!$#$%"% 222222 '%''('%%&%  

form%2!∀ .∋(!t) 7el, illetve a ( ö−−ze7811+−+∀e, 2e.∋%−%0!l; 
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(9a)  

! "! " ! ")
)
*

)
)
+

,

--
'''''

'%%

..
%%

&%
,0+−,ha

,2222

22

,0vagy,ha
,22

'''

''' ≅≅≅??? ≅≅≅?
f

&lf&l

f

!
!

!!!

!
!!!

!

$##$$

$!$#$

$!$#$

%"%  

vagy az ö−−ze0o∀%−o, el0+1z+−+0el; 

(9b)  ! ")*

)
+
,

--%%'%

..%%
&%

,0+−,ha,222

,0vagy,ha,22
'''

''' ≅≅≅?? ≅≅≅?
f&lf&lf

f

!!!!

!!!!
!

$!$#$$$

$!$#$
%"%  

ahol ff $% ,  a ! " 0'' &'( f

≅≅
 k+5l+,e∀&−+16 (!t%∋(oz t!∋toz) +∋t+,e,4 

 Az .1& ,!5ott ∋eol)16!6 ∃o9ell teh%t szint+∀ l6∀e%∋6− ele∃e,2õl te0õ96, ö−−ze4 Az 

eddigi modellelemek l+5∀ek fel itt is, sz8,−+1e− azonban egy <3!22 ele∃ is, amely meg-

felel a (-nek, +− a k+5l+,e∀&−+16 (!t%∋t (<zz! ∃e1∗ !∃el&et ! :6,, ele3+∀ ∃%∋ t%∋1&!l-

tunk. 

 Ez elvben [ &l&l

??
#!#" 2,2,,2,2, ] hat torzul%−6 !∀&!1%ll!∀9)t 3ele∀t4 A Ρ anyag-

%ll!∀9)2)l 4 ∋#1!l∃!− %ll!5ot2el6 %ll!∀9)∗ ≅ 5e961 ,+5l+,e∀& %ll!5ot2el64 

 Ez azonban csak a l%t−z!t4 Az elemi modellek kapcsol%−ai j)l −ze∃l+ltett+,∗ hogy a 4 

rugalmas %ll!5ot2el6 !∀&!1%ll!∀9) 7811etle∀ e1&∃%−t)l. A kö0et,ezõ,2õl ,69e∋8l∗ (o1& 

a 2 k+5l+,e∀&s+16 %ll!∀9) nem felt+tle∀8l f811etle∀. Pl. ha ismerj8, ! ≅
?

&l k+5l+-

kenys+16 ∃o9#l#−t∗ !,,o∋ bizonyos esetekben m%∋ ∃e1(!t%∋ozott ! ≅#&l k+5l+,e∀&−+16 

viszkozit%−6 t+∀&ezõ4 Σ1& ! 7811etle∀ !∀&!1%ll!∀9), −z%∃! izotr)5 ,+5l+,e∀& !∀&!1o, 

szigor<!∀ l6∀e%∋6− el∃+let+2e∀∗ ,6− 9e7o∋∃%:6), e−et+∀ ! t+∋7o1!t6 e1&e∀lete,et 6− 761&e-

lembe v+0e k+t−ze∋ öt∗ !z!z t.z. 

 Ha %tl+5t8, ! ,+5l+,e∀&−+16 ,8−zö2öt∗  !,,o∋ ( = 1, s a torzul%−6 !∀&!1e1&e∀let; 

! " $!$#$$$%"% !!!! %%'%&% &lf&lf ?? 222 , 

amely 2 <3!22 !∀&!1%ll!∀9)t t!∋t!l∃!z4 Ne∃ ,ö0et38, !z ö−−ze− ∃o9ell 7el.∋%−%∀!, !z 

elõzõ 5o∀t2!∀ 2e3%∋t <t3%t∗ ∃e∋t e∀∀&6 6−∃e∋et !l!53%∀ ∃%∋ −z8,s+1tele∀∀e, t!∋t3#, !z 

ö−−ze− le(et−+1e− ,!5:−ol%−6 e−et felsorol%−%t. Az elõzõe,2e∀ 06z−1%lt ,!5:−ol%−o, ,öz8l 

a tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 te−tet le1%lt!l%∀o−!22!∀ ∋e5∋eze∀t%l)∗ ! ≅Τ4 %2∋%∀ l%t(!t) 

modellt tekintj8, ! to0%226 06z−1%l!to, !l!53%#l4 . 

AZ ANYAGTÖRΒÉNY A VERHÁS-ELEM NÉLKϑL. Ha rugalmas ( ''
f

≅≅
0 ) %ll!5ot2!∀ 

vagyunk, akkor az anyagtö∋0+∀& ! 

,22 %"$!$#$% !!!! '%%& ?  

illetve az elemek karakterisztik%3%0!l ,67e3ez0e ! 
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%
)

$
))

$))$% !!!!

2

2

2

21
2

2

1
11 1

(((

(
( óô#∃%&∋( ûûüýþþÿ� ôôô✁  

alakot ölt64 Φ! ∃%r k+5l+,e∀& = ''
f≅≅ ✂ ) %ll!5ot2!∀ 0!∀ !z !∀&!1∗ !,,o∋ ! (1 rug)-

%ll!∀9) %t0%lt !z e∋e9õ ( ✄ -ra: 

           ,,
111

31

31

31 ((

((
(

((( ☎✆☎✆ ✝✝  

s az anyagtö∋0+∀& ! 7ol&%−6 (!t%∋t)l =+− :−!,6− o∀∀!∀> ,ez9õ9õe∀ 

! "

%
)

$
))

$))$%

!!!

!

2

2

2

21

2

231

31
1

31

31 1''

((

(((

((

((

((

'%

%
#
#
∃

%

&
&
∋

(
33
4

5
66
7

8

%
%%%

%
&

 

form%3< le−z∗ !(ol   ff $$$%%% '&'& :',:' . 

 

Ε96 −)ra6 ∋ r∃galmas-ké&lékeny anyagtör2ény reológiai ka&csol−si 2−zlata 

Ez az %t0%lt%− ! to∋z#l%−6 9e7o∋∃%:6)− ∃#∀,! '
f≅ +∋t+,+∀+l ,ö0et,ez6, 2e∗ !(ol f$$ & , 

egyszerû 7elte∋(el+− e−et+∀. 

Rugalmas modulusunk teh%t (l%t−z)l!1> ,ettõ 0!∀; 

,2 1(? &                 (ha f$$ . )  ,12
2

1
21 33

4

5
66
7

8
%%&

(

(
))#   (ha f$$ - ),  

+− ,+5l+,e∀& ∃o9#l#−#∀, 6− ,ettõ; 

,2
31

3
1

((

(
(? &l %

& (ha f$$ . ) 33
4

5
66
7

8

%
%%&

31

3

2

1
21 12

((

(

(

(
&l ))#   (ha f$$ - ). 

ahol 

&l?? 22 9  +− &l## 22 9 . 

 

A kapu kinyit%−%0!l !,t606z%l)9) � (3 karakterisztik%3< � rug); 

% 

(1 

) 1 

) 2 

≅ �
f 

(2 

(3 
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&l

&l?? ??
(

22

2
23 ✟✠ . 

Ha ismerj , !z e1&e∀−<l&6 %llapotra vonatkoz) ∋#1!l∃!−−%16 ∃o9#l#−o,!t ??, ?&l] +− ! 

2# viszkozit%−6 t+∀&ezõt ! ∋#1!l∃!− t!∋to∃%∀&2!∀∗ !,,o∋ ∃%∋ 6−∃e∋38, ! ,+5l+,e∀&−+16  

viszkozit%−6 t+∀&ezõt 6−;4 

! ""## &l&l ?? 2222 ''& . 

Á2∋%zol0! !z !∀&!1%ll!∀9),!t, a Ε96 −)r−n l%t(!t) ,+5et ,!53#k (term+−zete−e∀ ∀e∃ 

elfelejtve, hogy a f811õle1e− te∀1el&e∀ elt+∋õ dimenzi)3< mennyis+1e,et t8∀tett8∀, 7el 

egyszerre [h, MPa, MPa h, MPa h
2
]).  

 
ΕΦ6 −)ra6 ∋nyag−llan%ók a r∃galmas és a ké&lékeny tartom−ny)an 

 

Ezzel az eredm+∀nyel az anyagtö∋0+∀& to0%22 e1&−ze∋û−ö96,; 
 

! "! " ! "! ∀
$$$$$$$ %$$$$$$$ &'
!

$$$ %$$$ &'
!!!!

&lasztik∃s

&lf&l

elasztik∃s

????? $"$$$!$#$%"% 222222 '%''('%%&% , 

! "! "! ∀
$$$$ %$$$$ &'

!
$$$ %$$$ &'
!!!!

&lasztik∃s

f&l

elasztik∃s

??? $"$$$!$#$%"% %''('%%&% 2222  

 

s ennek megfelelõe∀ ! to∋z#l%−6 +− t+∋7o1!t6 !∀&!1%ll!∀9), ! ,ö0et,ezõ,; 
 

- cs<−zt!t) ∋#1!l∃!−−%16 ∃o9#l#−; ?, - kompresszibilit%−6 ∃o9#l#−;  K, 

                                                   

4
 

! ""#""
"

!

"

#

"

!
""#

""#####

&l&l
&l

&l

????
?

?
??

??

?

?

?
??

??

?

?

?

2222
2

2222

2222222

221

3

3

2
221

3

3

2
221

''&%33
4

5
66
7

8
''%&%%&

&
%

%%&
%

%%&

 

$ 
" 

2? 

2# 

2?∀2#∀"∀! 

R∃galmas 

tartom−ny 

Ké&lékeny 

tartom−ny 

! 

$ f 

2#&l 

2?&l 

''
f≅≅ &  

$ t 
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- viszkozit%−6 e1&8tthat); #, - t+∋7o1!t6 06−z,oz6t%−6 ∃o9#l#−;  K2, 

- relax%:6)− 69õ;  ", - t+∋7o1!t6 ∋el!Ε%:6)− 69õ;  "o, 

- gyorsul%−6 e1&8tt(!t); !, - t+∋7o1!t6 1&o∋−#l%−6 e1&8tt(!t);  !o, 

- k+5l+,e∀&−+16 ∃o9#l#−; ?&l, - k+5l+,e∀&−+16 ,o∃5∋e−−z626l6t%−; K&l. 

 

AZ ANYAGTÖRΒÉNY A VERHÁS-ELEM FELHASZNÁLÁSÁΒAL. Ha rugalmas ( ''
f≅≅ ✡ ) 

%ll!5ot2!∀ 0!1&#∀,∗ !,,o∋ !z !∀&!1tö∋0+∀& ! 

,22 %"$!$#$% !!!! ☛☞☞✌ ?  

illetve az elemek karakterisztik%3%0!l ,67e3ez0e ! 

%
)

$$
)

)$% !!!!
2

2
3

2

2
111

(
M

(
(( ✍✎✏✏✑✒✓✓✔✕ ✎✎✖  

alakot ölt6 a 
3

3

2

2

)

) M

( ✗  felt+tellel.  

Ha m%∋ ,+5l+,e∀& = ''
f≅≅ ✘ ) %ll!5ot2!∀ 0!∀ !z !∀&!1∗ !,,o∋ ! (1 rug)%ll!∀9) %t0%lt !z 

eredõ (✙ -ra: 

           ,,
111

31

31

31 ((

((
(

((( ✚✗✚✗ ✛✛  

s az anyagtö∋0+∀& ! 7ol&%−6 (!t%∋t)l ,ez9õ9õe∀ 

! "

%
)

$

$
)

)$$%%

!!!

!

2

2
3

2

2

31

31
2

31

31

(
M

(((

((
∀

((

((
ff

'%

33
4

5
66
7

8

%
%%'

%
&'

 

form%3< le−z∗  

 
 

Ε!6 −)ra6 ∋ r∃galmas-ké&lékeny anyagmo%ell reológiai ka&csol−si 2−zlata .erh−s-elemmel 

 

s ennek megfelelõe∀  

,2 1(? &    ! ,2
31

3
1

((

(
(? &l %

&     

∀
(

(
2

2
112
)

)# %&   ! ∀
(((

((
&l

2

2

31

31
12

)
)#

%
%&  

+s     

&l?? 22 9  +− &l## 22 9 . 

) 3 

M3 

(1 

≅�f 

(3 

ì2 

(2 



86 

L%t(!t)∗ (o1& !zo∀o− e∋e9∃+∀&∋e 3#t#∀, ! VERHÁS-f+le te(etetle∀−+16 ele∃ 2e,!5-

csol%−%0!l∗ ∃6∀t !∀+lk8l; 

! ""## &l&l ?? 2222 ''& . 

Ezzel a kapcsol%−−!l 06−zo∀t ! tel3e− te∋∃o96∀!∃6,!6 5!∋!∃+te∋te∋et le7e9t8,4 

 Mivel a vizsg%lt e−ete,2e∀ minden v%ltoz%−t ! ∋#1!l∃!−−%16 ∃o9#l#− 0%ltoz%−! in-

duk%l, koncentr%l3#∀, !z e1&−ze∋û−+1 ,e90++∋t a 

! "! "$"$$$!$#$%"% !!!!! %''('%%&% f&l??? 2222  

helyett, csak az egyens<l&6 !∀&!1tö∋0+∀&∋e;  

! "! "f&l??? $$$% ''('& 222 . 

 Vezess8, 2e ! ,  jelöl+−t ! ,+t ∃o9#l#− !∋%∀y%∀!, ,67e3ez+−+∋e; ??
&l&,  +− ,10 .0,  

5
 

s ekkor fel.∋(!t)∗ (o1& 

! "! "f?? $$,$% ''('& 122 . 

 Ezt a helyzetet a megszokott deform%:6) 3elöl+−e,,el ! Ε Γ 6 −)ra mutatja. Ha t<l-

l+5t8∀, ! ,+5l+,e∀&−+16 (!t%∋o∀∗ !,,o∋  ( = 1,  +− az egyszerû !∀&!1e1&e∀let ! ,övet-

kezõ;  

 

 

ΕΓ6−)ra 

 

! "! "
! " ! "

! " f&l&l

f&lff&lf

f&l

???

???

???

$$%

$$%%$$$%

$$$%

222

,2,22

,222

'%&

'&''&'

'''&

 

 

 Ennek alapj%∀ ! 9e7o∋∃%:6),  
&last

fmarr∃g $$$$$ %&%&  

%lt!l%∀o− ö−−ze7811+−+2õl ! ,o∀,∋+t e1&e∀lete, ! 

deform%:6),∋!; 

! "f

&l

&last
r∃g

??
%%$%$ '&&

2

1
,

2

1
, 

! "f

&l

r∃gmar
?

?
$$$$$ '33

4

5
66
7

8
'&'& 1 , 

 

                                                   
5
 Gyakorlatban a , -re  0,2 � Υ∗Τ ,özött6 +∋t+,e,et ∃+∋te, !z !∀&!17!3t%t)l f811õe∀4 

% 

% 

%f 

$r∃g 
$ 

$f 

$mara%ó 

$mara%ó $r∃g 

$ &last
=$ -$ f 

% 

$ 
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illetve a fesz lt−+1e,∋e; 

r∃g

?
$% 2✦ , ! "f&lf

?
$$%% '&' 2   !  '2' $% &l

?
& , ! "fmar ? %%

,

,
$ '

'
&

2

1
; 

a r∃galmas deform%:6)(oz t!∋toz) e1&8tt(!t); 

r∃g

?
$% 2&      !  2

?
, 

a r∃galmas-ké&lékeny (plasztikus) deform%:6)hoz tartoz) e1&8tt(!t);  

  '2' $% &l

?
&      !    2

?
&l = 2

?
, , 

2 ?
2 ? &last

2 ? mar

0G

2G

4G

6G

8G

10G

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

a ✩  = ? &l Η ?  tényezõ

a
 k

ü
lö

n
b

ö
z
õ

 m
o

d
u

lu
s
o

k
  
[M

P
a

]

 ;
06 −)ra 

a mara%ó deform%:6)(oz t!∋toz) e1&8tt(!t);  

marmar? $% 2'&   !   2?mar=
,

,

'1
2? . 

     Ezek az ö−−ze7811+−e, !zt ∃#t!t3%,∗ (o1& 

adott rugalmas-k+5l+,e∀& � +− ∃o−t ∃%∋ ∋eol)-

giai � feladat megold%−%(oz , t+∀&ezõt :+l−ze-

rû ∃e1(!t%∋oz∀6. 

     Egy konkr+t 7el!9!t e−et+∀ teh%t az ö−−ze− 

rugalmas reol)16!6 !∀&!1%ll!∀9) +− ! ,, vala-

mint a k+5l+,e∀&−+16 (!t%∋t ,63elölõ '
f≅  torzu-

l%−6 ∃#∀,! 6−∃e∋ete −z8,−+1e−4 

 

Kor%226 ∃#∀,%6∀,2!∀ 2e∃#t!tt#,∗ (o1& ! ∋#1!l∃!−-k+5l+,e∀& ∋eol)16!6 7el!9!tot∗ 

tö22 1&!,o∋l!t6l!1 7o∀to− e1&−ze∋û e−et2e∀∗ mint tiszt%∀ ∋#1!l∃!− 7el!9!tot ,ell ∃e1ol-

dani, s az r∃g$  deform%:6)− ∃ezõ 6−∃e∋et+2e∀ !z $ teljes deform%:6) ∃ezõ∗ az  &last$ , 

illetve mara%ó$  mezõ, ∃%∋ e1&−ze∋û −zo∋z%−−!l +− −z#5e∋5oz.:6)0!l ∃%∋ elõ%ll.t(!t),4 

10.  AZ IDÕΝϑGGÉS 

  

 Az anyag jellemz+−+∋e ∀+1&7+le 69õ5!∋!∃+te∋t (!−z∀%l#∀,: 

t%ef �  a deform%:6), ,+−+−6 69e3e∗   ?t �  a kettõ 9677e∋e∀:6%3! =69õ2el6 eltol%−>∗6 
trel �  a relax%:6)− 69õ∗ +−   tteh �  a tehetetlens+16 69õ∗ 

                                                   
6
 amely ha z+∋#−∗ !,,o∋ !z !∀&!1 <1& 06−el,e96, ∃6∀t(! 69õ7811etle∀ le∀∀e∗ 0!1&6− ! (!t%− 7ell+5te,o∋ !zo∀∀!l 

bekö0et,ez6, ! 0%l!−z∗ !z!z ! 9e7o∋∃%:6)4 
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amelyek köz8l ,ettõ∀e, ?t%ef , ✬ t] az +∋t+,e ∃%− +− ∃%− ! ∋#1!l∃!− t!∋to∃%∀&2!∀ +− ! 

k+5l+,e∀& t!∋to∃%∀&2!∀∗ − ,ettõ∀e, ?trel , tteh] az +∋t+,e 5e961 0%ltoz!tl!∀∗ (6%2! 3e-

lennek meg a marad) 9e7o∋∃%:6),4 Ennek oka, hogy a k+5l+,e∀& t!∋to∃%∀&2!∀ :−!, ! ?
 rugalmass%16 ∃o9#l#− +∋t+,e 0%ltoz6, ∃e1 =:−ö,,e∀> 

?
&l k+5l+,e∀&−+16 ∃o9#l#−−%∗ − 

ez a v%ltoz%− t8,∋özõ96, !22!∀∗ (ogy az # viszkozit%−6 t+∀&ezõ 6− ∃e10%ltoz6, =:−ö,-

ken) #&l k+5l+,e∀&−+16 viszkozit%−6 t+∀&ezõ0+ !z 

! ""## &l&l ?? 2222 ''&  

ö−−ze7811+−∀e, ∃e17elelõe∀4  

A , ar%∀&o−−%16 t+∀&ezõ0el; 

! " ",## ?&l 2122 ''& . 

 

 Az idõ5!∋!∃+te∋e, ! 9e76∀.:6)− ö−−ze7811+−e6 ! ,ö0et,ezõ,; 

0
2

:,0:,0:,0: 9&99'&'&?9&9&
"

!
"

#
"

# ?
tttt

?
tt

?
t tehtehrel%efrel%ef , 

s ekkor  

AZ IDÕTÉNYEZÕ 

MEGNEVEZÉSE A RUGALMAS TARTOMÁNYΠAN A KÉPLÉKENY TARTOMÁNYBAN 

deform%:6), 
k+−+−6 69e3e 

0: 9&
?

t
elast
%ef

#
 0: 9&

&l

&l&last

%ef ?t
#

 

0
11

9
'

'& "
,

,#

,
?t

&last

%ef  

relax%:6)− 69õ 0: 9&& &last

rel
elast
rel tt "  

idõ2el6 eltol%− 

0

:

9'&

&'&?

"
#? ttt elast

rel
elast
%ef

elast

 

0: 9'&'&? "
#

&l

&l&last

rel

&last

%ef
&last ?ttt  

33
4

5
66
7

8 '
'&? "

,

,#

,

11 ?t &last  

tehetetlens+16 
idõ 

0
2

: 9&
"

!?
t

elast
teh  0

2
: 9&

"

!

&l

&last

teh ?t  

0
2

1

2
9&&

&last
rel

&last

teh
t

??t
!

,",

!
 

 

Innen kiolvashat)∗ (o1& ! ,+5l+,e∀&−+16 (!t%∋ %tl+5+−+0el bekö0et,ezõ 2−ltoz−s 

mivel a ?&l +∋t+,+∀e, ! 78110+∀&e∗ (el&e−e22e∀ ! ,  +∋t+,+tõl∗ 0!1&6− ! ?&l Η? ar%∀&t)l 
f8114  
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Deformációk késési ideje 

a ✱ függvényében

0

4

8

12

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Az eltolási idõ 

a ✲ függvényében

0

4

8

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

A tehetetlenségi idõ 

a ✳ függvényében

0

4

8

12

16

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1; <
6 −)ra 

Mivel a ,�re termodinamikailag semmif+le 
ö−−ze7811+−t ∀e∃ t!l%lt#∀,∗ ∀e∃ t+telez(et8∀, 
fel r% ∃%− ,o∋l%toz%−t :−!, !zt∗ (o1& .10 ✶✷

,       

,  = 1 esetben az anyagnak nincs k+5l+,e∀& 
tartom%∀&!∗ − .1& tö∀,∋e∃e∀etele 6− ∃!∋!9) 
deform%:6), ∀+l,8l ,ö0et,ez6, 2e4 

Az idõt+∀&ezõ, ! ,+5l+,e∀&−+16 (!t%∋ 
%tl+5+−e #t%∀ ∀ö0e,e9∀e, � a relax%:6)− %ll!∀9) 
kiv+tel+0el, amely nem v%ltoz6, �, azonban ez a 

nö0e,e9+− ∃!∋,%∀−!∀ 7811 ! , +∋t+,+tõl =Ε<6 

−)ra): 
elast
%ef

&last

%ef tt ✸ ,  

 

(

0
111 ✹✺✻✼✽✾✿ ❀❀❁✺✻✼✽✾✿❀✺✺✻✼✽✽✾✿ ❀❀

"
#

,

,#
"

,

,#

, ???

elast
%ef

t&last
%ef

t

$$ %$$ &'

, 

&last

rel
elast
rel tt ❂ , 

elast&last tt ❃❄❃ ,  

 

0
1111 ❅❆❆❇❈❉❊❋●❍ ❆❆❈❈❉❊❋❋●❍ ❆❆ ■■ "
,

#

,

,
"

#
"

,

,#

, ???

elast
t&lastt

$%$&'$$ %$$ &'

, 

&last
teh

&last
teh tt ❏ ,

0
2

1

22

✹❀❁✺✺✻✼✽✽✾✿❀✺✻✼✽✾✿
"

!

,

,

"

!

"

!

???

elast
teh

t

&l

&last
teh

t

$%$&'%&'

. 

  
    A ;<6 −)r−n felt8∀tetett ö−−ze7811+−e,∀+l:  
2? = 4.000 MPa, 2# = 20.000 MPa h, " = 2 h 

+∋t+,e,et 0ett8∀,4 A ! +∋t+,eit a 

"

!
"

#

"

!

???

al∃lt8l

22

❑▲▼◆❖P◗ ❘❑
.  

felt+tel∀e, ∃e17elelõe∀ al∃l! =16.000 MPa h
2
 +− t8l! =50.000 MPa h

2
- nak v%l!−ztott#,4 

 

&last

%eft  

elast
%eft  

&last
t

❙
 

&last
t

❙

elast
teht - t8lcsilla&4tott 

elast
teht - al∃lcsilla&4tott 

&last

teht  

&last

teht  

222 "#"! ?❚❯  

, 

, 

, 
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11.  AZ EGYSÉGES ANYAGTÖRΒÉNY 

 

 Az elõzõ 7e3ezete,2e∀ −z%∃o− <3 6−∃e∋et∋e tett8∀, −ze∋t∗ !∃el&e, !z !∀&!1tö∋0+∀& 

egyszerû22 !l!,3%t eredm+∀&ezt+,. A rugalmas torzul%−6 %ll!5ot le.∋%−%(oz ! 

tehetetlens+16 −t!∀9!∋9 ∃o9ell∀+l ∀+1& !∀&!1%ll!∀9) −z8,−+1e−4 A ,+5l+,e∀& %ll!5ot2! 

tö∋t+∀õ %t∃e∀et∀+l azonban m%∋ vannak esetek, amikor csak egyetlen <3!22 !∀&!1%l-

land) 2#,,!∀t 7el ? ? &l, vagy , ]. Az ilyen esetek fell+5+−+∀e, ,.−+∋let6 7elt+tele6t to0%226 

vizsg%l!to,,!l ,ell t6−zt%z∀64 Ez az+∋t 6− +∋9e,e−∗ ∃e∋t !z el∃<lt 4Υ +0 −o∋%∀ ! ∋eol)16!6 

irodalomban azt val)−z.∀û−.tett+,∗ (o1& !(%∀& ∋#1!l∃!− %ll!5ot2el6 !∀&!1%ll!∀9) 0!∀∗ 
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Reológiai elemkapcsolások

Fülöp Tamás
Montavid Termodinamikai Kutatócsoport, Budapest

Ebben a cikkben

– eljárást dolgozunk ki reológiai elemek összes lehetséges kapcsolásának előállítására,

– általános formulát vezetünk le reológiai modellek soros és párhuzamos kapcsolásainak
eredő egyenletére,

– számítógépes programot alkotunk az összes soros és párhuzamos kapcsolás előállítására
és eredő egyenleteik kiszámolására,

– eljárásunkat a rugók, olajfékek és tehetetlenségi elemek soros és párhuzamos kapcsolá-
saira alkalmazzuk,

– és diszkutáljuk e kapcsolások eredő egyenleteit, elsősorban a tehetetlenségi Poynting-
Thomson-modell szempontjait figyelembe véve.

Hogy az itt olvasható eredmények jól elkülöníthetőek legyenek a hozzájuk vezető hossza-
dalmas technikai részletektől, a cikk szerkezete a következő:

1. Bevezetés

2. Az eredmények (kézikönyvszerű összefoglaló)

3. Az eredményekhez vezető részletes út (levezetések, számítások és bizonyítások)

1. Bevezetés

Az itt ismertetett munkát a Montavid Kutatócsoport ama kutatása motiválta,
amely termodinamikai alapon keresi és vizsgálja a reológia modelljeit [Ván–Asszonyi
(2006); Asszonyi–Ván–Szarka (2007); Ván–Asszonyi (2008), jelen kötetben]. Az
így érdeklődésünk homlokterébe került tehetetlenségi Poynting-Thomson-modell
reológiai elemkapcsolásokkal való viszonyát kívántuk tisztázni. A vizsgálatok azon-
ban számos általánosan használható, reológiai kapcsoláselméleti eredményre is ve-
zettek.

A Kutatócsoport által felállított termodinamikai módszer a reológiai testek kö-
zül a négyparaméteres tehetetlenségi Poynting-Thomson-testet eredményezi mint
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a legtermészetesebb, de egyben a legtágabb reológiai modellt. Ezért a most ismerte-
tésre kerülő kutatásban az összes létező olyan négyelemes reológiai kapcsolást meg-
kerestük és megvizsgáltuk, amelyek ennek a modellnek realizálásai.

Első megközelítésként csak rugók (Hooke-testek) és olajfékek (Newton-testek)
kapcsolásait tekintettük, de a vizsgálatok során kiderült, hogy ezek a kapcsolások
a termodinamikailag megengedett tehetetlenségi Poynting-Thomson-modelleknek
csak egy részét képesek előállítani. Közelebbről, a kapcsolásokat vizsgálva két
olyan—az elemegyütthatókból képzett—jellemző mennyiséget ismertünk fel, ame-
lyek közül az egyik, a csillapítási index mindig pontosan a termodinamikai módszer
Onsager-i feltétele által megengedett tartományt feszíti ki, a másik, a tehetetlenségi

index azonban szűkebb tartományt fed le, mint amit a termodinamikai keret meg-
enged. Ezért előállítottuk és megvizsgáltuk a Verhás-elemet [Verhás (1985), 136.
o.] is tartalmazó kapcsolásokat is, és azt találtuk, hogy pontosan ezekkel fedhető
le a megengedett tartomány másik fele. Mint az rövidesen kiderült [Ván–Asszonyi
(2008), jelen kötetben], a termodinamikai keretben e két tartomány annak felel meg,
hogy a vezetési mátrixban a szimmetrikus vagy az antiszimmetrikus rész dominál-e.

Az ötelemes kapcsolásokat is megvizsgálva—az öt elemegyüttható egyikét egy
feltétellel megszorítva—már olyan kapcsolást is találtunk, amely mindkét szóbanfor-
gó tartományt, tehát pontosan a termodinamikailag megengedett összes lehetőséget
képes lefedni.

Az itt ismertetett eredmények reológiai elemzését jelen kötet második cikke
[Asszonyi–Fülöp–Ván–Szarka–Horváth (2008)] adja meg. A kötet negyedik cikké-
ben [Szarka–Asszonyi–Fülöp (2008)] pedig a tehetetlenségi Poynting-Thomson-
modell viselkedésének bemutatása olvasható.

Az e fejezetben közölt módszertan maga azonban nem szorítkozik a négy- vagy
ötelemes, és a Poynting-Thomson-modellhez kapcsolódó kapcsolásokra, vagy az
elemi elemfajták (rugó, olajfék, Verhás-elem) konkrét számára vagy speciális tulaj-
donságaira. Akárhány fajta, akármilyen alapelem tetszőleges (nemcsak párhuzamos
és sorbakötések révén épített) kapcsolásait előállítja. Megadja továbbá két tetsző-
leges (nem is feltétlenül kapcsolásokból származó) reológiai modell soros és pár-
huzamos kapcsolásának eredő egyenletét. Az elektrotechnikai lineáris hálózatelmé-
let Kirchoff-törvényeihez hasonló egyenletekkel dolgozunk, de az eredőimpedancia-
számítástól eltérően nem szorítkozunk adott frekvenciájú harmonikus időfüggésekre,
hanem a tetszőleges időfüggésekre érvényes differenciálegyenletekkel operálunk. Az
eredő egyenlet is differenciálegyenletként adódik, elkerüljük tehát integrálegyenletek
bevonását. A soros és párhuzamos kapcsolások révén építhető összes modell algorit-
mikus meghatározására számítógépes (Maple-) programot alkottunk, mely egyben
az eredő egyenletek kiszámítását is elvégzi.
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2. Az eredmények

2.1. Jelölések, elnevezések

X ∼Y az X és Y elemek (kétpólusok) soros kapcsolása

X || Y az X és Y elemek párhuzamos kapcsolása

(X ∼Y ) ||Z egy példa zárójelezésre, bonyolultabb kapcsolásokban

D ≡ d

dt
az időderiválás mint differenciáloperátor

A σ = P̃ ε egy reológiai modell egyenletét ilyen differenciáloperátoros alakban
írjuk, ahol

A = 1 + A1D + A2D 2 + · · ·+ AaD a, Ai ∈ R, Aa 6= 0,

P = P0 + P1D + P2D 2 + · · ·+ PpD p, Pi ∈ R, P0 6= 0, Pp 6= 0,

P̃ = D mP = P0D m + · · ·+ PpD p̃, p̃ = m + p; a, p, m ∈ {0, 1, . . .}

(1)

Bσ = Q̃ ε amikor egy másik reológiai modellre is szükségünk van (mert kettőt
sorba vagy párhuzamosan kapcsolunk), a másikat így jelöljük, ahol

B = 1 + B1D + B2D 2 + · · · + BbD
b, Bi ∈ R, Bb 6= 0,

Q = Q0 + Q1D + Q2D 2 + · · ·+ QqD q, Qi ∈ R, Q0 6= 0, Qq 6= 0,

Q̃ = D nQ = Q0D n + · · ·+ QqD q̃, q̃ = n + q; b, q, n ∈ {0, 1, . . .}

(2)

A = F G ,
B = F H A és B legnagyobb közös osztóját jelölje F , a maradék szorzókat

pedig G és H , melyek a következő alakú valós differenciáloperátorok:

F = 1 + F1D + · · ·+ Ff D f , Ff 6= 0, f ≤ a, b; f ∈ {0, 1, . . .} ,
G = G0 + G1D + · · ·+ GgD g, G0 6= 0, Gg 6= 0, g = a − f,

H = H0 + H1D + · · ·+ HhD h, H0 6= 0, Hh 6= 0, h = b − f

(3)

P = X Y ,
Q = X Z P és Q legnagyobb közös osztóját pedig jelölje X , a maradék szorzó-

kat pedig Y és Z , melyek, hasonlóan, a következő alakúak:

X = 1 + X1D + · · ·+ XxD x, Xx 6= 0, x ≤ p, q; x ∈ {0, 1, . . .} ,
Y = Y0 + Y1D + · · ·+ YyD y, Y0 6= 0, Yy 6= 0, y = p − x,
Z = Z0 + Z1D + · · ·+ ZzD z, Z0 6= 0, Zz 6= 0, z = q − x

(4)

δmn a Kronecker-delta jelölés: δmn = 1, ha m = n, és δmn = 0, ha m 6= n

σ + τ σ̇ = Cε + µε̇ + Mε̈ a tehetetlenségi Poynting-Thomson-

modell, más néven tehetetlenségi stan-

dard test. Tenzori alkalmazásban a devi-
átoros rész szokásos jelölései : C = 2G,
µ = 2η, M = θ, a gömbi rész szokásos
jelölései : C = 3K, µ = 3Kv, M = θ0
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Iµ := µ − τC a modellhez rendelhető csillapítási index

IM := M − τIµ ≡ M − τµ + τ 2C a hozzá rendelhető tehetetlenségi index

alulcsillapított (túltehetetlen) modell ha IM > 0 (azaz µ < τC + M/τ)

túlcsillapított (alultehetetlen) modell ha IM < 0 (azaz µ > τC + M/τ)

kritikusan csillapított/tehetetlen modell ha IM = 0 .

2.2. Két modell párhuzamos és soros kapcsolásának eredő
egyenlete

2.2.1. (A σ = P̃ ε) || (B σ = Q̃ ε) eredő egyenlete:

A Bσ = B P̃ ε + A Q̃ ε .(5)

Ha A és B közös osztója nemtriviális (f > 0), akkor

F G H σ = H P̃ ε + G Q̃ ε(6)

egy egyszerűbb (alacsonyabb rendű deriváltakat tartalmazó) eredő egyenlet.

2.2.2. (A σ = P̃ ε)∼ (B σ = Q̃ ε) eredő egyenlete:

m ≥ n :
1

δmnP0 + Q0

[D m−nP Bσ + Q A σ] =
1

δmnP0 + Q0

Q P̃ ε ,(7)

m ≤ n :
1

P0 + δmnQ0

[P B σ + D n−mQ A σ] =
1

P0 + δmnQ0

P Q̃ ε .(8)

Ha P és Q közös osztója nemtriviális (x > 0), akkor

m ≥ n :
1

δmnY0 + Z0

[D m−nY B σ + ZA σ] =
1

δmnY0 + Z0

ZP̃ ε ,(9)

m ≤ n :
1

Y0 + δmnZ0

[Y B σ + D n−mZA σ] =
1

Y0 + δmnZ0

Y Q̃ ε(10)

egy egyszerűbb (alacsonyabb rendű deriváltakat tartalmazó) eredő egyenlet.

Az (5)–(10) egyenletek mindegyikében σ együtthatója 1-re lett rendezve.

Mind a párhuzamos, mind a soros kapcsolás során az eredő egyenletben legalább
akkora a legmagasabb deriváltak rendje (mind σ, mind ε szempontjából), amekkora
a bemenő kapcsolások bármelyikében.
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2.3. A rugókból, olajfékekből és tehetetlenségi elemekből építhető
összes legfeljebb négyelemes kapcsolás és eredő egyenlete

• Csak azok az eredő egyenletek vannak kiírva, amelyek beleférnek a tehetetlen-
ségi standard modell keretébe, azaz nem tartalmaznak σ̇-nál és ε̈-nál magasabb
rendű deriváltakat.

• Az eredő egyenletek (5) és (7)-(8) szerint számolódnak, tehát itt nem vizsgáljuk
azokat a speciális eseteket—az olyan speciális elemegyütthatókat—, amikor
(6), illetve (9)-(10) egyszerűbb eredő egyenleteket nyújt. Mindenesetre négy
szabad paraméteres tehetetlenségi standard modellre vezető kapcsolást nem
veszítünk el ezáltal, mert az együtthatók közti speciális feltétel csökkenti a
szabad paraméterek számát, mely legfeljebb négyelemes kapcsolások esetén
legfeljebb három. (Ötelemes kapcsolások már adhatnak ilyen esetet : ld. a 2.5.1
példát.)

• Az ötelemes, híd típusú kapcsolások a legkisebb olyanok, amelyek már nem
állnak elő egyszerűbb kapcsolások soros és párhuzamos kombinációjaként.

2.3.1. Egyelemesek

C Hooke(11)

σ = Cε

µ Newton(12)

σ = µε̇

M tehetetlenségi vagy Verhás-elem(13)

σ = Mε̈

2.3.2. Kételemesek

C1 ||C2 Hooke || Hooke = Hooke(14)

σ = (C1 + C2)ε

C1 ||µ2 Hooke || Newton = Kelvin(15)

σ = C1ε + µ2 ε̇
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C1 ||M2 Hooke || tehetetlenségi =
= tehetetlenségi Hooke

(16)

σ = C1ε + M2 ε̈

µ1 ||µ2 Newton || Newton = Newton(17)

σ = (µ1 + µ2)ε̇

µ1 ||M2 Newton || tehetetlenségi =
= tehetetlenségi Newton

(18)

σ = µ1 ε̇ + M2 ε̈

M1 ||M2 tehetetlenségi || tehetetlenségi = tehetetlenségi(19)

σ = (M1 + M2)ε̈

C1 ∼C2 Hooke ∼ Hooke = Hooke(20)

σ =
C1C2

C1 + C2

ε

C1 ∼µ2 Hooke ∼ Newton = Maxwell(21)

σ +
µ2

C1

σ̇ = µ2 ε̇

C1 ∼M2 Hooke ∼ tehetetlenségi(22)

magasabbrendű deriváltak

µ1 ∼µ2 Newton ∼ Newton = Newton(23)

σ =
µ1µ2

µ1 + µ2

ε̇

µ1 ∼M2 Newton ∼ tehetetlenségi =
= tehetetlenségi relaxációs

(24)

σ +
M2

µ1

σ̇ = M2 ε̈

M1 ∼M2 tehetetlenségi ∼ tehetetlenségi = tehetetlenségi(25)

σ =
M1M2

M1 + M2

ε̈
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2.3.3. Háromelemesek

C1 ||µ2 ||M3 Hooke || Newton || tehetetlenségi =
= tehetetlenségi Kelvin

(26)

σ = C1ε + µ2 ε̇ + M3 ε̈

(C1 ||µ2)∼C3 Kelvin ∼ Hooke = standard(27)

σ +
µ2

C1 + C3

σ̇ =
C1C3

C1 + C3

ε +
C3µ2

C1 + C3

ε̇

(C1 ||µ2)∼µ3 Kelvin ∼ Newton =
= tehetetlenségi Maxwell

(28)

σ +
µ2 + µ3

C1

σ̇ = µ3 ε̇ +
µ2µ3

C1

ε̈

(C1 ||µ2)∼M3 Kelvin ∼ tehetetlenségi(29)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ||M2)∼C3 magasabbrendű deriváltak(30)

(C1 ||M2)∼µ3 magasabbrendű deriváltak(31)

(C1 ||M2)∼M3 magasabbrendű deriváltak(32)

(µ1 ||M2)∼C3 magasabbrendű deriváltak(33)

(µ1 ||M2)∼µ3(34)

σ +
M2

µ1 + µ3

σ̇ =
µ1µ3

µ1 + µ3

ε̇ +
µ3M2

µ1 + µ3

ε̈

(µ1 ||M2)∼M3 magasabbrendű deriváltak(35)

(C1 ∼µ2) ||C3 Maxwell || Hooke = standard(36)

σ +
µ2

C1

σ̇ = C3ε +
C1 + C3

C1

µ2 ε̇

(C1 ∼µ2) ||µ3 Maxwell || Newton(37)

σ +
µ2

C1

σ̇ = (µ2 + µ3)ε̇ +
µ2µ3

C1

ε̈

99



(C1 ∼µ2) ||M3 Maxwell || tehetetlenségi(38)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ∼M2) ||C3 magasabbrendű deriváltak(39)

(C1 ∼M2) ||µ3 magasabbrendű deriváltak(40)

(C1 ∼M2) ||M3 magasabbrendű deriváltak(41)

(µ1 ∼M2) ||C3 tehetetlenségi standard
(három szabad paraméteres)

(42)

σ +
M2

µ1

σ̇ = C3ε +
C3M2

µ1

ε̇ + M2 ε̈

(µ1 ∼M2) ||µ3(43)

σ +
M2

µ1

σ̇ = µ3 ε̇ +
µ1 + µ3

µ1

M2 ε̈

(µ1 ∼M2) ||M3 magasabbrendű deriváltak(44)

C1 ∼µ2 ∼M3 Hooke ∼ Newton ∼ tehetetlenségi(45)

magasabbrendű deriváltak

2.3.4. Négyelemesek

(C1 ||µ2 ||M3)∼C4 magasabbrendű deriváltak(46)

(C1 ||µ2 ||M3)∼µ4 magasabbrendű deriváltak(47)

(C1 ||µ2 ||M3)∼M4 magasabbrendű deriváltak(48)

[(C1 ||µ2)∼C3] ||C4 standard || Hooke = standard(49)

σ +
µ2

C1 + C3

σ̇ =

(
C1C3

C1 + C3

+ C4

)

ε +
C3 + C4

C1 + C3

µ2 ε̇

[(C1 ||µ2)∼C3] ||µ4 standard || Newton =
= tehetetlenségi standard

(50)

σ +
µ2

C1 + C3

σ̇ =
C1C3

C1 + C3

ε +

(
C3µ2

C1 + C3

+ µ4

)

ε̇ +
µ2µ4

C1 + C3

ε̈
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[(C1 ||µ2)∼C3] ||M4 standard || tehetetlenségi(51)

magasabbrendű deriváltak

[(C1 ||µ2)∼µ3] ||C4 tehetetlenségi standard(52)

σ +
µ2 + µ3

C1

σ̇ = C4ε +

(
C4

C1

µ2 +
C1 + C4

C1

µ3

)

ε̇ +
µ2µ3

C1

ε̈

[(C1 ||µ2)∼µ3] ||µ4(53)

σ +
µ2 + µ3

C1

σ̇ = (µ3 + µ4)ε̇ +
µ2µ3 + µ2µ4 + µ3µ4

C1

ε̈

[(C1 ||µ2)∼µ3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(54)

[(C1 ||µ2)∼M3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(55)

[(C1 ||µ2)∼M3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(56)

[(C1 ||µ2)∼M3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(57)

[(C1 ||M2)∼C3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(58)

[(C1 ||M2)∼C3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(59)

[(C1 ||M2)∼C3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(60)

[(C1 ||M2)∼µ3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(61)

[(C1 ||M2)∼µ3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(62)

[(C1 ||M2)∼µ3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(63)

[(C1 ||M2)∼M3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(64)

[(C1 ||M2)∼M3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(65)

[(C1 ||M2)∼M3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(66)

[(µ1 ||M2)∼C3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(67)
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[(µ1 ||M2)∼C3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(68)

[(µ1 ||M2)∼C3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(69)

[(µ1 ||M2)∼µ3] ||C4 tehetetlenségi standard(70)

σ +
M2

µ1 + µ3

σ̇ = C4ε +
µ1µ3 + C4M2

µ1 + µ3

ε̇ +
µ3

µ1 + µ3

M2 ε̈

[(µ1 ||M2)∼µ3] ||µ4(71)

σ +
M2

µ1 + µ3

σ̇ =

(
µ1µ3

µ1 + µ3

+ µ4

)

ε̇ +
µ3 + µ4

µ1 + µ3

M2 ε̈

[(µ1 ||M2)∼µ3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(72)

[(µ1 ||M2)∼M3] ||C4 magasabbrendű deriváltak(73)

[(µ1 ||M2)∼M3] ||µ4 magasabbrendű deriváltak(74)

[(µ1 ||M2)∼M3] ||M4 magasabbrendű deriváltak(75)

(C1 ∼µ2) ||C3 ||µ4 Maxwell || Kelvin =
= standard || Newton =
= tehetetlenségi standard

(76)

σ +
µ2

C1

σ̇ = C3ε +

(
C1 + C3

C1

µ2 + µ4

)

ε̇ +
µ2µ4

C1

ε̈

(C1 ∼µ2) ||C3 ||M4 standard || tehetetlenségi(77)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ∼µ2) ||µ3 ||M4 magasabbrendű deriváltak(78)

(C1 ∼M2) ||C3 ||µ4 magasabbrendű deriváltak(79)

(C1 ∼M2) ||C3 ||M4 magasabbrendű deriváltak(80)

(C1 ∼M2) ||µ3 ||M4 magasabbrendű deriváltak(81)

(µ1 ∼M2) ||C3 ||µ4 tehetetlenségi standard || Newton =
= tehetetlenségi standard

(82)

σ +
M2

µ1

σ̇ = C3ε +

(

µ4 +
C3M2

µ1

)

ε̇ +
µ1 + µ4

µ1

M2 ε̈
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(µ1 ∼M2) ||C3 ||M4 tehetetlenségi standard || tehetetlenségi(83)

magasabbrendű deriváltak

(µ1 ∼M2) ||µ3 ||M4 magasabbrendű deriváltak(84)

(C1 ||µ2)∼ (C3 ||µ4) Kelvin∼Kelvin =
= tehetetlenségi standard

(85)

σ +
µ2 + µ4

C1 + C3

σ̇ =
C1C3

C1 + C3

ε +
C1µ4 + C3µ2

C1 + C3

ε̇ +
µ2µ4

C1 + C3

ε̈

(C1 ||µ2)∼ (C3 ||M4) magasabbrendű deriváltak(86)

(C1 ||µ2)∼ (µ3 ||M4) magasabbrendű deriváltak(87)

(C1 ||M2)∼ (C3 ||M4) magasabbrendű deriváltak(88)

(C1 ||M2)∼ (µ3 ||M4) magasabbrendű deriváltak(89)

(µ1 ||M2)∼ (µ3 ||M4) magasabbrendű deriváltak(90)

(C1 ||µ2)∼C3 ∼µ4 Kelvin ∼ Maxwell =
= standard ∼ Newton = Burgers

(91)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ||µ2)∼C3 ∼M4 standard ∼ tehetetlenségi(92)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ||µ2)∼µ3 ∼M4 magasabbrendű deriváltak(93)

(C1 ||M2)∼C3 ∼µ4 magasabbrendű deriváltak(94)

(C1 ||M2)∼C3 ∼M4 magasabbrendű deriváltak(95)

(C1 ||M2)∼µ3 ∼M4 magasabbrendű deriváltak(96)

(µ1 ||M2)∼C3 ∼µ4 magasabbrendű deriváltak(97)

(µ1 ||M2)∼C3 ∼M4 magasabbrendű deriváltak(98)
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(µ1 ||M2)∼µ3 ∼M4 magasabbrendű deriváltak(99)

[(C1 ∼µ2) ||C3]∼C4 standard ∼ Hooke = standard(100)

σ +
C1 + C3 + C4

C1(C3 + C4)
µ2σ̇ =

C3C4

C3 + C4

ε +
(C1 + C3)C4

C1(C3 + C4)
µ2 ε̇

[(C1 ∼µ2) ||C3]∼µ4 standard ∼ Newton(101)

magasabbrendű deriváltak

[(C1 ∼µ2) ||C3]∼M4 standard ∼ tehetetlenségi(102)

magasabbrendű deriváltak

[(C1 ∼µ2) ||µ3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(103)

[(C1 ∼µ2) ||µ3]∼µ4(104)

σ +
µ2(µ3 + µ4)

C1(µ2 + µ3 + µ4)
σ̇ =

(µ2 + µ3)µ4

µ2 + µ3 + µ4

ε̇ +
µ2µ3µ4

C1(µ2 + µ3 + µ4)
ε̈

[(C1 ∼µ2) ||µ3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(105)

[(C1 ∼µ2) ||M3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(106)

[(C1 ∼µ2) ||M3]∼µ4 magasabbrendű deriváltak(107)

[(C1 ∼µ2) ||M3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(108)

[(C1 ∼M2) ||C3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(109)

[(C1 ∼M2) ||C3]∼µ4 magasabbrendű deriváltak(110)

[(C1 ∼M2) ||C3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(111)

[(C1 ∼M2) ||µ3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(112)

[(C1 ∼M2) ||µ3]∼µ4 magasabbrendű deriváltak(113)

[(C1 ∼M2) ||µ3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(114)

[(C1 ∼M2) ||M3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(115)
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[(C1 ∼M2) ||M3]∼µ4 magasabbrendű deriváltak(116)

[(C1 ∼M2) ||M3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(117)

[(µ1 ∼M2) ||C3]∼C4 tehetetlenségi standard ∼ Hooke(118)

magasabbrendű deriváltak

[(µ1 ∼M2) ||C3]∼µ4 tehetetlenségi standard ∼ Newton(119)

magasabbrendű deriváltak

[(µ1 ∼M2) ||C3]∼M4 tehetetlenségi standard ∼ tehetetlenségi(120)

magasabbrendű deriváltak

[(µ1 ∼M2) ||µ3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(121)

[(µ1 ∼M2) ||µ3]∼µ4(122)

σ +
µ1 + µ3 + µ4

µ1(µ3 + µ4)
M2σ̇ =

µ3µ4

µ3 + µ4

ε̇ +
(µ1 + µ3)µ4

µ1(µ3 + µ4)
M2 ε̈

[(µ1 ∼M2) ||µ3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(123)

[(µ1 ∼M2) ||M3]∼C4 magasabbrendű deriváltak(124)

[(µ1 ∼M2) ||M3]∼µ4 magasabbrendű deriváltak(125)

[(µ1 ∼M2) ||M3]∼M4 magasabbrendű deriváltak(126)

(C1 ∼µ2) || (C3 ∼µ4) Maxwell || Maxwell(127)

magasabbrendű deriváltak

(C1 ∼µ2) || (C3 ∼M4) magasabbrendű deriváltak(128)

(C1 ∼µ2) || (µ3 ∼M4) magasabbrendű deriváltak(129)

(C1 ∼M2) || (C3 ∼M4) magasabbrendű deriváltak(130)

(C1 ∼M2) || (µ3∼M4) magasabbrendű deriváltak(131)

(µ1 ∼M2) || (µ3∼M4) magasabbrendű deriváltak(132)
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2.4. Rugók, olajfékek és tehetetlenségi elemek tehetetlenségi
standard modellre vezető négyelemű kapcsolásainak néhány

jellemzője

2.4.1. Az (50) kapcsolás: [(C1 ||µ2)∼C3] ||µ4

σ +
µ2

C1 + C3

σ̇ =(133)

=
C1C3

C1 + C3

ε +

(
C3µ2

C1 + C3

+ µ4

)

ε̇ +
µ2µ4

C1 + C3

ε̈

τ =
µ2

C1 + C3

, C =
C1C3

C1 + C3

, µ =
C3µ2

C1 + C3

+ µ4, M =
µ2µ4

C1 + C3

,(134)

Iµ =
C2

3

(C1 + C3)2
µ2 + µ4 > 0, IM = −

C2
3µ2

2

(C1 + C3)2
< 0.(135)

Megfordítva:

C1 =
τ2C − IM

−IM
C, µ2 =

(τ2C − IM )2

τ(−IM )
, C3 = C+

−IM

τ2
, µ4 =

M

τ
.(136)

2.4.2. Az (52) kapcsolás: [(C1 ||µ2)∼µ3] ||C4

σ +
µ2 + µ3

C1

σ̇ =(137)

= C4ε +

(
C4

C1

µ2 +
C1 + C4

C1

µ3

)

ε̇ +
µ2µ3

C1

ε̈

τ =
µ2 + µ3

C1

, C = C4, µ =
C4

C1

µ2 +
C1 + C4

C1

µ3, M =
µ2µ3

C1

,(138)

Iµ = µ3 > 0, IM = −
µ2

3

C1

< 0.(139)

Megfordítva:

C1 =
I2
µ

−IM
, µ2 =

IµM

−IM
, µ3 = Iµ, C4 = C.(140)
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2.4.3. A (70) kapcsolás: [(µ1 ||M2)∼µ3] ||C4

σ +
M2

µ1 + µ3

σ̇ =(141)

= C4ε +
µ1µ3 + C4M2

µ1 + µ3

ε̇ +
µ3

µ1 + µ3

M2 ε̈

τ =
M2

µ1 + µ3

, C = C4, µ =
µ1µ3 + C4M2

µ1 + µ3

, M =
µ3

µ1 + µ3

M2,(142)

Iµ =
µ1µ3

µ1 + µ3

> 0, IM =
µ2

3M2

(µ1 + µ3)2
> 0.(143)

Megfordítva:

µ1 =
IµM

IM
, M2 =

M2

IM
, µ3 =

M

τ
, C4 = C.(144)

2.4.4. A (76) kapcsolás: (C1 ∼µ2) ||C3 ||µ4

σ +
µ2

C1

σ̇ =(145)

= C3ε +

(
C1 + C3

C1

µ2 + µ4

)

ε̇ +
µ2µ4

C1

ε̈

τ =
µ2

C1

, C = C3, µ = µ4 +
C1 + C3

C1

µ2, M =
µ2µ4

C1

,(146)

Iµ = µ2 + µ4 > 0, IM = −
µ2

2

C1

< 0.(147)

Megfordítva:

C1 = −
IM

τ2
, µ2 = −

IM

τ
, C3 = C, µ4 =

M

τ
.(148)

2.4.5. A (82) kapcsolás: (µ1 ∼M2) ||C3 ||µ4

σ +
M2

µ1

σ̇ =(149)

= C3ε +

(

µ4 +
C3M2

µ1

)

ε̇ +
µ1 + µ4

µ1

M2 ε̈
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τ =
M2

µ1

, C = C3, µ = µ4 +
C3M2

µ1

, M =
µ1 + µ4

µ1

M2,(150)

Iµ = µ4 > 0, IM = M2 > 0.(151)

Megfordítva:

µ1 =
IM

τ
, M2 = IM , C3 = C, µ4 = Iµ.(152)

2.4.6. A (85) kapcsolás: (C1 ||µ2)∼ (C3 ||µ4)

σ +
µ2 + µ4

C1 + C3

σ̇ =(153)

=
C1C3

C1 + C3

ε +
C1µ4 + C3µ2

C1 + C3

ε̇ +
µ2µ4

C1 + C3

ε̈

τ =
µ2 + µ4

C1 + C3

, C =
C1C3

C1 + C3

, µ =
C1µ4 + C3µ2

C1 + C3

, M =
µ2µ4

C1 + C3

,(154)

Iµ =
C2

1µ4 + C2
3µ2

(C1 + C3)2
> 0, IM = −

(C1µ4 + C3µ2)
2

(C1 + C3)3
< 0.(155)

Kivétel a
µ2

C1

=
µ4

C3

, azaz C1µ4 = C3µ2 speciális eset, amikor a nemtriviális

közös osztó a következő egyszerűbb eredő egyenletre vezet:

σ =
C1C3

C1 + C3

ε +
C1

C1 + C3

µ4 ε̇.(156)

Megfordítva: az általános esetben

C1 =
2C

√

µ2 − 4CM
√

µ2 − 4CM + (µ − 2τC)
, µ2 =

µ
√

µ2 − 4CM + (µ2 − 4CM)
√

µ2 − 4CM + (µ − 2τC)
,

C3 =
2C

√

µ2 − 4CM
√

µ2 − 4CM − (µ − 2τC)
, µ4 =

µ
√

µ2 − 4CM − (µ2 − 4CM)
√

µ2 − 4CM − (µ − 2τC)
.

(157)

A (155) feltételek biztosítják, hogy a (157) képletek valós és pozitív C1, µ2, C3,
µ4 eredményeket szolgáltassanak.

Mind a hat kapcsolásra (2.4.1–2.4.6) teljesül, hogy

• Iµ > 0,

• a tehetetlenségi elemet nem tartalmazó kapcsolásokra IM < 0 , a tehetetlen-
ségi elemet tartalmazókra IM > 0 .
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2.5. Néhány négynél több elemes kapcsolás viszonya a
tehetetlenségi standard modellhez

2.5.1. [(C1 ∼µ2) ||C3]∼ (C4 ||µ5) :

standard ∼ Kelvin ;

magasabbrendű deriváltak (σ̈).

2.5.2. (C1 ∼µ2) || (µ3 ∼M4) ||C5 a
µ2

C1

=
M4

µ3

feltétel mellett:

• Maxwell || (speciális) tehetetlenségi standard,

• a feltétel miatt négy szabad paraméter van,

• ezúttal a speciális (6) képletet alkalmazzuk,

σ +
µ2

C1

σ̇ = C5ε +
C1 + C5

C1

µ2 ε̇ + M4 ε̈,(158)

τ =
µ2

C1

, C = C5, µ =
C1 + C5

C1

µ2, M = M4,(159)

Iµ = µ2 > 0, IM =
µ2

C1

(µ3 − µ2) (előjele tetszőleges).(160)

Megfordítva:

C1 =
Iµ

τ
, µ2 = Iµ, µ3 = τM, M4 = M, C5 = C.(161)

Ez tehát egy olyan kapcsolás, amely lefedi az alulcsillapított, túlcsillapított és kriti-
kusan csillapított eseteket egyaránt.
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2.5.3. (C1 ∼C2) || (C3 ∼C4) két ága közé hídként kapcsolva µ5 :

• példa olyan kapcsolásra, mely nem
áll elő egyszerűbbek soros és párhu-
zamos kapcsolásaként,

• a Kirchoff-törvények megfelelőit kell
felírni, és az egyenletek—és bizonyos
deriváltjaik—rendszerét megoldani;

σ +
C1 + C2 + C3 + C4

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5σ̇ =

C1C2C3C4

(C1 + C2)(C3 + C4)

(
1

C1

+
1

C2

+
1

C3

+
1

C4

)

ε +

+
(C1 + C3)(C2 + C4)

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5 ε̇(162)

τ =
C1 + C2 + C3 + C4

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5, C =

C1C2C3 + C1C2C4 + C1C3C4 + C2C3C4

(C1 + C2)(C3 + C4)
,

µ =
(C1 + C3)(C2 + C4)

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5, M = 0,

(163)

Iµ =
(C1C4 − C2C3)

2

(C1 + C2)2(C3 + C4)2
µ5 > 0,

IM =−
(C1 + C2 + C3 + C4)(C1C4 − C2C3)

2

(C1 + C2)3(C3 + C4)3
µ2

5 < 0.

(164)

2.6. Tehetetlenségi standard modellre vezető soros és párhuzamos
kapcsolások csillapítási és tehetetlenségi indexe általánosan

(A σ = P̃ ε) || (Bσ = Q̃ ε), azaz (F G σ = P̃ ε
︸ ︷︷ ︸

Iµ1
, IM1

) || (F H σ = Q̃ ε
︸ ︷︷ ︸

Iµ2
, IM2

) :

Iµ = Iµ1
+ Iµ2

, IM = IM 1 + IM 2 ,(165)

utóbbi csak olyankor, ha az eredő egy tehetetlenségi standard modell.

(A σ = P̃ ε)∼ (B σ = Q̃ ε), azaz (A σ = D mX Y ε
︸ ︷︷ ︸

Iµ1
, IM1

)∼ (B σ = D nX Z ε
︸ ︷︷ ︸

Iµ2
, IM2

) :

m ≥ n esetén:

Iµ =
δmnY 2

0 Iµ2
+ Z2

0Iµ1

(δmnY0 + Z0)2
,(166)
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IM =
δmnY 2

0 IM 2 + Z2
0IM 1

(δmnY0 + Z0)2
−(167)

− δn0

[

δm0

[Y0(Z1 − B1Z0) − Z0(Y1 − A1Y0)]
2

(Y0 + Z0)3
+ δm1

Y 2
0

Z0

]

;

m ≤ n esetén:

Iµ =
Y 2

0 Iµ2
+ δmnZ2

0Iµ1

(Y0 + δmnZ0)2
,(168)

IM =
Y 2

0 IM 2 + δmnZ2
0IM 1

(Y0 + δmnZ0)2
−(169)

− δm0

[

δn0

[Y0(Z1 − B1Z0) − Z0(Y1 − A1Y0)]
2

(Y0 + Z0)3
+ δn1

Z2
0

Y0

]

;

ahol a tehetetlenségi indexet megadó képletek ismét csak olyankor érvényesek, ha
az eredő egy tehetetlenségi standard modell.

(165)–(169) a nemtriviális közös osztókhoz tartozó egyszerűbb eredő egyenletek-
re is érvényesek.

Következmények:

• nemnegatív csillapítási indexűek soros és párhuzamos kapcsolásainak csilla-
pítási indexe nemnegatív (és pozitívúaké pozitív) — így például a rugókból,
olajfékekből és tehetetlenségi elemekből sorosan és párhuzamosan kapcsolt há-
lózatok csillapítási indexe nemnegatív (ezért például nem állíthatják elő a σ+

+ τ σ̇ = Cε egyenlettel jellemzett ún. relaxációs modellt) ;

• nempozitív tehetetlenségi indexűek soros és párhuzamos kapcsolásainak tehe-
tetlenségi indexe nempozitív (és negatívúaké negatív) — így például a rugók-
ból és olajfékekből sorosan és párhuzamosan kapcsolt hálózatok tehetetlenségi
indexe nempozitív (tehát tehetetlenségi elem hozzáadása nélkül nem lehet be-
lőlük alulcsillapított, túltehetetlen kapcsolásokat létrehozni).
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3. Az eredményekhez vezető részletes út

3.1. Eljárás F -fajta reológiai elem összes lehetséges, legfeljebb
N-elemű kapcsolásának előállítására

Olyan algoritmust keresünk, ami nemcsak azokat a kapcsolásokat találja meg,
amelyek előállnak egyszerűbb kapcsolások soros vagy párhuzamos kapcsolásaként,
hanem az összes lehetségeset (így például a híd típusúakat is).

Egy kapcsolást egy gráffal modellezhetünk. Minden reológiai elemet (kétpólust)
a gráf egy éle reprezentál, a két pólust pedig az él két csúcsa. Egy-egy csúcsba más
elemek, azaz élek is befuthatnak: a csúcsokban kapcsolódnak egymáshoz az elemek.
Egy csúcs fokának azt nevezik, ahány él fut be hozzá. A teljes kapcsolásnak lesz
továbbá két „kivezetése” [szintén éle, a végén „szabad” (egy fokú) csúccsal].

Első lépésként tekintsünk el a két kivezetéstől — ezeket egy későbbi fázisban
fogjuk majd a gráfhoz hozzákötni. Jelölje N a gráf éleinek számát (azaz az elemek
számát), C pedig a csúcsok számát. Csak összefüggő gráfokra kívánunk szorítkozni (a
kapcsolás ne álljon több független részből), és csak olyanokra, amelyekben minden él
két csúcsa különböző. Ekkor 2 ≤ C ≤ N+1 (egy élnek máris van két csúcsa, további
behúzott élek pedig vagy behoznak egy-egy új csúcsot, vagy mindkét végükkel már
jelenlevő csúcsba futnak be). A C = N + 1 esetek az úgynevezett fagráfok.

Az összes N élű gráfot rekurzívan, az N − 1 élűekből generálhatjuk: minden
egyes N − 1 élű gráfba minden lehetséges módon behúzunk egy új élet. Az N = 1

élű egyetlen triviális gráfból indulhatunk.

Közelebbről, az N , C-jű gráfokat az N − 1 , C-jűekből kaphatjuk meg úgy,
hogy minden lehetséges módon behúzunk egy új élet a meglévő C csúcs közül két
különböző közé. Kivétel az N , C = N + 1 eset : az ilyeneket úgy kaphatjuk meg,
hogy az N − 1, C = N -ű gráfok minden egyes csúcsába behúzunk egy élet, melynek
másik csúcsát szabadon hagyjuk: az lesz az új csúcs.

Ha így elkészültünk az összes legfeljebb N élű gráffal, ezután következhet a két
kivezetés behúzása, két él behúzása bármely két különböző csúcsba.

Észrevehetjük, hogy olyan kapcsolásokat is kapunk, amelyeknek van redundáns,
inaktív része: pl. olyan él, ami nem kivezetés, mégis az egyik csúcsa „szabad” (egy
fokú). Általánosabban, redundancia van, ha akad olyan csúcs, hogy a bele futó élek
közül bizonyosokat elvágva két vagy több független részre esik szét a gráf, mely részek
némelyikéből nem áll ki kivezetés. Az ilyen redundáns résszel rendelkező gráfokat
eldobhatjuk (nem érhet miatta veszteség minket, mert a redundáns rész nélküli
gráfnak szerepelnie kell az összes megtalált gráf között).

Mindezidáig nem különböztettük meg az éleket aszerint, hogy az F elemfajta
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közül melyik élen melyik fajta elem van. Most kapcsoljuk be ezt a megkülönbözte-
tést (mondhatni, minden elem-élet színezzünk ki F szín egyikével). Ez természetesen
jelentősen megnöveli a lehetséges kapcsolások számát. Két vagy több azonos típusú
elem soros kapcsolása is, párhuzamos kapcsolása is helyettesíthető viszont egyetlen
olyan típusú elemmel, ami valamennyivel csökkenti a (lényegileg különböző) lehető-
ségeket.

Az ezek után előttünk álló kapcsolások kerültek feltüntetésre a 2.3 pontban, az
F = 3 elemfajta és a legfeljebb N = 4 összekapcsolt elem esetére. Módszerünk-
kel azt is megállapíthatjuk, hogy a legfeljebb négyelemes kapcsolások mind előáll-
nak egyszerűbbek soros vagy párhuzamos kapcsolásaként (ez az állítás független F

értékétől). Az ötelemes kapcsolások is még majdnem mind ilyenek: a híd típusú
kapcsolások bizonyulnak csak kivételnek.

3.2. Általános formula reológiai modellek soros és párhuzamos
kapcsolásainak eredő egyenletére

A D időderivált operátor bármely polinomja felcserélhető bármely másik poli-
nomjával. Ezt észrevéve,

(A σ = P̃ ε) || (Bσ = Q̃ ε) eredő egyenlete:

σ = σ1 + σ2, A σ1=P̃ ε, B A σ1=B P̃ ε

B σ2=Q̃ ε, A Bσ2=A Q̃ ε

}

=⇒ A B σ = B P̃ ε + A Q̃ ε.(170)

Ha A = F G és B = F H közös osztója, F nemtriviális, akkor egyszerűbb (ala-
csonyabb rendű deriváltakat tartalmazó) eredő egyenletet is kaphatunk:

σ = σ1 + σ2, F G σ1=P̃ ε, H F G σ1=H P̃ ε

F H σ2=Q̃ ε, G F H σ2=G Q̃ ε

}

=⇒ F G H σ = H P̃ ε+G Q̃ ε.(171)

(A σ = D mP ε)∼ (B σ = D nQ ε) eredő egyenlete: ha m ≥ n :

ε = ε1 + ε2, A σ=D mP ε1, Q A σ=Q D mP ε1

Bσ=D nQ ε2, D m−nP Bσ=D mP Q ε2

}

=⇒(172)

=⇒ D m−nP B + Q A σ = D mP Q ε,
1

δmnP0 + Q0

[D m−nP B σ + Q A σ] =
1

δmnP0 + Q0

Q P̃ ε .(173)
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Hasonlóan kapjuk m ≤ n esetén, hogy

1

P0 + δmnQ0

[P B σ + D n−mQ A σ] =
1

P0 + δmnQ0

P Q̃ ε .(174)

Ha A = X Y és B = X Y közös osztója, X nemtriviális, akkor hasonló lépésekkel
kapjuk az

m ≥ n :
1

δmnY0 + Z0

[D m−nY B σ + ZA σ] =
1

δmnY0 + Z0

ZP̃ ε ,(175)

m ≤ n :
1

Y0 + δmnZ0

[Y B σ + D n−mZA σ] =
1

Y0 + δmnZ0

Y Q̃ ε(176)

egyszerűbb egyenleteket.

3.3. Számítógépes Maple-program F -fajta reológiai elem összes,
legfeljebb N-elemű soros és párhuzamos kapcsolásának

előállítására és eredő egyenleteik kiszámolására

A program az internetről is elérhető: egy keresővel keressünk rá az
elemkapcs-ft-080504.mws file-névre.

## Reologiai alapelemek soros es parhuzamos kapcsolasainak

## eloallitasa

##

## Az eredo egyenletet is eloallitja

## Nem nezi, hogy van-e nemtrivialis kozos oszto

## Elokeszuletek:

F := 3: ## Ennyifajta kulonbozo elembol epitkezunk

Nmax := 4: ## A max. ennyi elembol allo kapcsolasokat allitjuk elo

S := -1/2: ## A soros es a parhuzamos kapcsolasokat

P := -S: ## ezekkel a szamokkal jeloljuk

igazit := proc(Op) local X: ## Egyszerusit es d

X := collect(expand(Op), d): ## novekvo hatvanyai

series( simplify(X), d, infinity ): ## szerint rendez

end:

minfokszam := proc(Op) local i, x: i := 0: x := Op:

while subs( d=0, x ) = 0 do x := x/d: i := i + 1: od: i:

end: ## A gyari ldegree nem jo erre a celra

maxfokszam := proc(Op) local i, x: i := -1: x := Op:

while x <> 0 do x := diff(x, d): i := i + 1: od: i:

end: ## A gyari degree nem jo erre a celra

kifejtKs := proc(k, n) ## k: kapcsolas sorszama,

## n: eddig ennyi elem lett beszamozva

local K, j, i, l, S: K := Ks[k]: j := n:

for i to nops(K) do l := op(i, K):

if l > F then

S := kifejtKs(l, j):
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K := subsop(i = op(1, [S]), K):

j := op(2, [S]):

elif l >= 1 then

j := j + 1:

K := subsop(i = o1k(Pop[l], j), K):

fi:

od: sp(K), j:

end: ## Igy all ossze az alapelemek kapcsolasakent

SPl[S] := Soros: SPl[P] := Parh:

sp := L -> subsop(1 = SPl[ op(1, L) ], L):

## Konvencionalisabb jelolesek az egyutthatokra:

Konvl := [C, mu, M]:

o1k:= proc(Op, oo) local i, X: X := Op:

for i to F do X := subs( U[i-1] = Konvl[i], X ): od:

subs( o = oo, X ):

end:

Ks := NULL: ## A talalt kapcsolasok sorozata, egyelore ures

Ts := NULL: ## Eltesszuk azt is, amelyik alakban talaltuk

kmin[1] := 1: ## A kapcsolasok sorozataban az egyelemu

kmax[1] := F: ## kapcsolasok sorszama 1-tol F-ig terjed majd

for k from kmin[1] to kmax[1] do

## Az egyelemu kapcsolasokat egyszeruen a sorszamukkal jeloljuk, most

## beirjuk oket a kapcsolasok sorozataba, fokszamaikat pedig leolvas-

## suk a sigma = P_0 D^(k-1) epsilon alaku egyenletukbol:

Ks := Ks, k: Ts := Ts, k: n[k] := 1: ## n: hanyelemes kapcsolas

Aop[k] := 1: ## A bal oldalon a sigma-ra hato operator

Pop[k] := U[k-1][o]: ## A jobb oldalon az epsilon-ra hato operator

## d^(k-1) utani resze, U az egyutthato

a[k] := 0: m[k] := k - 1: ## A bal oldal maximalis fokszama, a jobb

ph[k] := m[k]: p[k] := 0: ## oldal minimalis es maximalis fokszama,

od: ## a ketto kulonbsege (max. - min.)

for N from 2 to Nmax do ## Eloallitjuk az N elembol allo kapcsolasokat

kmin[N] := kmax[N-1] + 1: ## Kezdeti ertekek;

kmax[N] := kmax[N-1]: ## egyelore meg egyet sem talaltunk

for SP in [S, P] do ## Eloszor a sorosakat, utana a parhuzamosakat

for N1 to floor(N/2) do ## Egy N1 es egy N2 = N - N1 >= N1 elem-

N2 := N - N1: ## bol allo kapcsolasakent keressuk oket

for k1 from kmin[N1] to kmax[N1] do ## Vesszuk sorban az N1

for k2 from kmin[N2] to kmax[N2] do ## es az N2 elemueket

if op(1, Ks[k1]) = SP then ## Ha az elso valto-

s := op( 2 .. nops(Ks[k1]), Ks[k1] ): ## zo is soros/par-

else ## huz., egyesitjuk /

s := k1: ## felemeljuk a maga-

fi: ## sabb szintre

if op(1, Ks[k2]) = SP then ## A masodik

s := s, op( 2 .. nops(Ks[k2]), Ks[k2] ): ## valtozoval

else ## ugyanez

s := s, k2:

fi: l := sort( [SP, s] ): i := 2: ## Sorrendbe rendezzuk

for i from nops(l) to 3 by -1 do ## Ha egyfajta elembol

if l[i] <= F and l[i-1] = l[i] then ## tobb szerepel,

l := subsop(i = NULL, l): ## egyetlen eredo

fi: ## elemme vonjuk ossze

od:

megnincs := true:
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for k to kmax[N] do ## Uj kapcsolas-e

if l = Ks[k] then megnincs := false: fi:

od: ## A ciklus lejarta utan k erteke kmax[N] + 1

if megnincs and nops(l) > 2 then ## Pl. [S, 1] nem uj

kmax[N] := k: n[k] := N: ## Eggyel noveljuk kmax[N] -et

Ks := Ks, l: ## Eltesszuk az ujat, es azt az

Ts := Ts, [SP, k1, k2]: ## alakjat is, amelyben talaltuk

Bop := subs( o = o + n[k1], Aop[k2] ): ## Eltoljuk az

Qop := subs( o = o + n[k1], Pop[k2] ): ## egyutthatoit

if SP = P then ## Kiszamoljuk es eltesszuk a fokszamokat:

a[k] := a[k1] + a[k2]: m[k] := min( m[k1], m[k2] ):

ph[k] := max( a[k2] + ph[k1], a[k1] + ph[k2] ):

p[k] := ph[k] - m[k]:

Po := d^(m[k1] - m[k]) * Pop[k1]:

Qo := d^(m[k2] - m[k]) * Qop:

Aop[k] := igazit( Aop[k1] * Bop ):

Pop[k] := igazit( Bop * Po + Aop[k1] * Qo ):

else ## Eloszor is a Kronecker-delta(m[k1], m[k2]):

if m[k1] = m[k2] then Kd := 1: else Kd := 0: fi:

if m[k1] >= m[k2] then m[k] := m[k1]:

a[k] := max( ph[k1] - m[k2] + a[k2], a[k1] + p[k2] ):

## Most pedig az operatorok:

t := 1/( Kd*coeff(Pop[k1], d, 0) + coeff(Qop, d, 0) ):

Op := d^(m[k1] - m[k2]) * Pop[k1] * Bop:

Aop[k] := igazit( t * ( Op + Qop * Aop[k1] ) ):

else m[k] := m[k2]:

a[k] := max( ph[k2] - m[k1] + a[k1], a[k2] + p[k1] ):

t := 1/( coeff(Pop[k1], d, 0) ):

Op := d^(m[k2] - m[k1]) * Qop * Aop[k1]:

Aop[k] := igazit( t * ( Op + Pop[k1] * Bop ) ):

fi: ## m[k1] >= m[k2] volt-e

p[k] := p[k1] + p[k2]: ## Most pedig ha-

ph[k] := p[k] + m[k]: ## rom ettol fug-

Pop[k] := igazit( t * Pop[k1] * Qop ): ## getlen keplet

fi: ## S vagy P volt-e

fi: ## Uj volt-e

od: ## k2

od: ## k1

od: ## N1

od: ## SP

od: ## N

## A kapott operatorok es a fokszamok bizonyos ellenorzesei:

for k to kmax[Nmax] do

if minfokszam(Aop[k]) <> 0 then

print(k, "Aop min", minfokszam(Aop[k]) ):

fi:

if simplify( coeff(Aop[k], d, 0) - 1 ) <> 0 then

print(k, "A_0", coeff(Aop[k], d, 0) ):

fi:

if maxfokszam(Aop[k]) <> a[k] then

print(k, "a", maxfokszam(Aop[k]), a[k] ):

fi:

if minfokszam(Pop[k]) <> 0 then

print(k, "Pop min", minfokszam(Pop[k]) ):

fi:
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if maxfokszam(Pop[k]) <> p[k] then

print(k, "p", maxfokszam(Pop[k]), p[k] ):

fi:

if ph[k] <> p[k] + m[k] then

print(k, "ph", ph[k], p[k] + m[k]):

fi:

od: ## Ha nem ir ki semmit, akkor nem talalt semmi hibat

## Mely negyelemesek vannak tehetetlensegi Poynting-Thomson-on belul:

for k from kmin[4] to kmax[4] do

if a[k] <= 1 and ph[k] <= 2 then

print( k, op( 1, [kifejtKs(k, 0)] ) ):

print( o1k(Aop[k], 1)*sigma = o1k(igazit(d^(m[k])*Pop[k]), 1)*epsilon ):

fi:

od:

3.4. Rugók, olajfékek és tehetetlenségi elemek legfeljebb
négyelemű soros és párhuzamos kapcsolásai és eredő

egyenleteik

Ha a fenti Maple-programmal generáljuk a kapcsolásokat és egyenletüket, ügyel-
jünk rá, hogy a személyes ízlésünk szerinti konvenció a kapcsolások megadására—
pl. (C ∼µ) ||µ , azaz (C1 ∼µ2) ||µ3 —eltérhet a program sorrend-konvenciójától [a
példában: µ || (C ∼µ) , azaz µ1 || (C2 ∼µ3) ]. Ilyenkor a program által kiírt eredő
egyenletben az elem-együtthatók program választotta sorrendi indexeit át kell cse-
rélnünk az általunk preferált sorrend szerint. A példában: µ1 → µ3, C2 → C1,
µ3 → µ2, és így a program kiírta

σ +
µ3

C2

σ̇ = (µ1 + µ3)ε̇ +
µ1µ3

C2

ε̈

átírandó a következőre:

σ +
µ2

C1

σ̇ = (µ2 + µ3)ε̇ +
µ2µ3

C1

ε̈ .

3.5. Rugók, olajfékek és tehetetlenségi elemek tehetetlenségi
standard modellre vezető négyelemű kapcsolásainak néhány

jellemzője

A 2.4.6 pontban tekintett kapcsolások közül a (85) kapcsoláshoz tartoznak nem-
triviális számítások, melyek a következők.

(C1 ||µ2)∼ (C3 ||µ4)(177)

σ +
µ2 + µ4

C1 + C3

σ̇ =
C1C3

C1 + C3

ε +
C1µ4 + C3µ2

C1 + C3

ε̇ +
µ2µ4

C1 + C3

ε̈
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τ =
µ2 + µ4

C1 + C3

, C =
C1C3

C1 + C3

, µ =
C1µ4 + C3µ2

C1 + C3

, M =
µ2µ4

C1 + C3

,(178)

Iµ =
C2

1µ4 + C2
3µ2

(C1 + C3)2
> 0, IM = −

(C1µ4 + C3µ2)
2

(C1 + C3)3
< 0.(179)

Speciálisan
µ2

C1

=
µ4

C3

, azaz C1µ4 = C3µ2 a nemtriviális közös osztó egyszerűbb

eredő egyenletet tesz lehetővé:

σ =
C1C3

C1 + C3

ε +
C1

C1 + C3

µ4 ε̇,(180)

Ilyenkor

τ = 0, C =
C1C3

C1 + C3

, µ =
C1

C1 + C3

µ4, M = 0,(181)

Iµ =
C1

C1 + C3

µ4, IM = 0.(182)

Megfordítva: az általános esetben vegyük észre, hogy

1

C
=

1

C1

+
1

C3

,
τ

M
=

1

µ2

+
1

µ4

,
µ

C
=

µ2

C1

+
µ4

C3

,
M

C
=

µ2

C1

µ4

C3

,(183)

és itt az utóbbi kettő a gyökök és együtthatók közötti összefüggés alapján azt adja,
hogy µ2

C1

és µ4

C3

az x2 − µ

C
x + M

C
= 0 másodfokú egyenlet két gyökének felel meg.

Az általánosság megszorítása nélkül tegyük fel, hogy µ2

C1
> µ4

C3
, ekkor

µ2

C1

=
µ +

√

µ2 − 4CM

2C
,

µ4

C3

=
µ −

√

µ2 − 4CM

2C
.(184)

Ezután

τ

C
=

µ4

C3

1

µ2

+
µ2

C1

1

µ4

=
µ

2C

(
1

C1

+
1

C3

)

+

√

µ2 − 4CM

2C

(
1

C3

−
1

C1

)

=

=
µ

2C2
+

√

µ2 − 4CM

2C

(
1

C3

−
1

C1

)

=⇒
1

C3

−
1

C1

=
2τ − µ

C
√

µ2 − 4CM
.(185)

Ezt egyrészt összeadva 1

C
= 1

C1

+ 1

C3

-vel, másrészt kivonva belőle, kapjuk, hogy

1

C1

=
1

2C
+

µ
2C

− τ
√

µ2 − 4CM
, C1=

2C
√

µ2 − 4CM
√

µ2 − 4CM + (µ − 2Cτ)
,

1

C3

=
1

2C
−

µ
2C

− τ
√

µ2 − 4CM
, C3=

2C
√

µ2 − 4CM
√

µ2 − 4CM − (µ − 2Cτ)
.

(186)

Mivel µ2

C1
-t és µ4

C3
-t már meghatároztuk, innen az is adódik, hogy

µ2 =
µ
√

µ2 − 4CM + (µ2 − 4CM)
√

µ2 − 4CM + (µ − 2Cτ)
, µ4 =

µ
√

µ2 − 4CM − (µ2 − 4CM)
√

µ2 − 4CM − (µ − 2Cτ)
.(187)

Megjegyzés:

IM < 0 =⇒ M < τ(µ − τC) =⇒ µ2 − 4CM > (µ − 2Cτ )2 =⇒
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=⇒
√

µ2 − 4CM > |µ − 2Cτ | ,(188)

ezért (186) és (187) mindig valós és pozitív C1, C3-at illetve µ2, µ4-et adnak.

A speciális µ2

C1

= µ4

C3

, azaz C1µ4 = C3µ2 esetben a „megfordítva” irány nem
egyértelmű: a négy elemegyüttható közül a speciális feltétel miatt három független,
de meghatározásukra csak két egyenlet áll rendelkezésre. µ

C
meghatározza µ2

C1
=

= µ4

C3
-at, de bármely olyan C1, C3 megfelelő, amelyek eleget tesznek C = C1C3

C1+C3
-

nak.

3.6. Néhány négynél több elemes kapcsolás viszonya a
tehetetlenségi standard modellhez

A 2.5.3 pontban ismertetett kapcsolás, (C1 ∼C2) || (C3 ∼C4) két ága közé híd-
ként kapcsolva µ5 részletei :

σ1 = C1ε1, σ2 = C2ε2, σ3 = C3ε3, σ4 = C4ε4, σ5 = µ5 ε̇5,(189)

a Kirchoff-törvények analogonjai pedig:

σ=σ1 + σ3, σ1=σ2 + σ5, σ4=σ3 + σ5, σ=σ2 + σ4,
ε=ε1 + ε2, ε=ε3 + ε4, ε2=ε4 + ε5, ε3=ε1 + ε5

(190)

(a négy-négy egyenletből csak három-három független). Az utóbbiakból kifejezhetjük
például ε2-t, ε4-et és ε5-öt. Ekkor a hat független (190)-beli egyenlet a következő
háromra redukálódik:

σ = C1ε1 + C3ε3,(191)

C1ε1 = C2(ε − ε1) + µ5(ε̇3 − ε̇1),(192)

σ = C2(ε − ε1) + C4(ε − ε3),(193)

A (191) és (193) egyenletek rendszerét megoldhatjuk ε1-re és ε3-ra. A megoldásokat
(192)-be helyettesítve és átrendezve kapjuk a végeredményt:

σ +
C1 + C2 + C3 + C4

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5σ̇ =

C1C2C3C4

(C1 + C2)(C3 + C4)

(
1

C1

+
1

C2

+
1

C3

+
1

C4

)

ε +

+
(C1 + C3)(C2 + C4)

(C1 + C2)(C3 + C4)
µ5 ε̇.(194)

3.7. Tehetetlenségi standard modellre vezető soros és párhuzamos
kapcsolások csillapítási és tehetetlenségi indexe általánosan

A (165)–(169) képleteket levezetni nem egyszerű, ezért inkább ellenőrizni érde-
mes. Az eredő egyenletet megadó (6) illetve (9) képletekben (ui. az általánosság meg-
szorítása nélkül elegendő az m ≥ n esetet ellenőrizni) az A , . . . , X , . . . operátorokat
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D szerinti polinom alakjukban [ld. (1)–(4)] tekintsük, és az eredő egyenletet is D

szerinti polinom alakban fejtsük ki. A (166)–(167) képleteket konkrét m, n esetén ér-
demes ellenőrizni, sorban végigvéve a szóbajövő 0 ≤ m ≤ 2 és 0 ≤ n ≤ m értékeket
(a bemenő kapcsolásoktól megköveteljük, hogy tehetetlenségi standard modellek).
A (167) képlet helyett célszerű azt az általánosított változatát ellenőrizni, ahol a bal
oldalon IM helyett IM − ξC áll, ahol ξ az eredő egyenlet

σ + τ σ̇ + ξσ̈ + · · · = Cε + µε̇ + Mε̈ + · · ·(195)

alakjában σ̈ együtthatója. Ez a változat az eredetire egyszerűsödik, amikor kirójuk,
hogy az eredő egyenlet is tehetetlenségi standard modell legyen, hiszen olyankor
ξ = 0 .

Irodalom

Ván, P. – Asszonyi, Cs. (2006): Izotróp kontinuumok anyagtörvénye. II. Az álta-

lános törvényszerűségek levezetése. In: Asszonyi Cs. (szerk.), Izotróp kontinuumok

anyagtörvénye, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika Kiskönyvtár 3. Műegyetemi Kiadó,
Budapest, 2006. pp. 25–88.

Asszonyi, Cs. – Ván, P. – Szarka, Z. (2007): Izotróp kontinuumok rugalmas és

képlékeny állapota, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika Kiskönyvtár 5. Műegyetemi Ki-
adó, Budapest, 2007.

Ván, P. – Asszonyi, Cs. (2008): Izotrop kontinuumok anyagtörvénye és speciális

esetei, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika Kiskönyvtár 6. Műegyetemi Kiadó, Buda-
pest, 2008. pp. 9–52.

Asszonyi, Cs. – Fülöp, T. – Ván, P. – Szarka, Z. – Horváth, R. (2008): Reológiai

alapmodellek és összekapcsolásuk, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika Kiskönyvtár 6.
Műegyetemi Kiadó, Budapest, 2008. pp. 53–92.

Szarka, Z. – Asszonyi, Cs. – Fülöp, T. (2008): Anyagok mechanikai tulajdonságai

az anyagtörvény alapján, Mérnökgeológia-Kőzetmechanika Kiskönyvtár 6. Műegye-
temi Kiadó, Budapest, 2008. pp. 121–160.

Verhás, J. (1985): Termodinamika és reológia, Műszaki Könyvkiadó, Budapest,
1985.

120



121 

International Society for Rock Mechanics 
Mérnökgeológia-Kõzetmechanika 200! Konferencia∀ #∃%a&est 

 

 

 

 

 

ANYAGOK MECHANIKAI TULAJDONSÁGAI  

AZ ANYAGTÖRVÉNY ALAPJÁN 
 

 
Szarka ∋olt(n 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 
)sszonyi ∗sa+a 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 
,−lö& .am(s 

MONTAVID TERMODINAMIKAI KUTATÓCSOPORT, BUDAPEST 

 

 

 
 ) tan∃lm(ny cél/a∀ hogy a tehetetlenségi stan%ar% test anyagegyenletének 0%ifferenci(l-

egyenletének1 k−lön+özõ szit∃(ciók melletti megol%(s(t mega%/a∀ amely önmag(+an egy egy-

szerû r∃tinfela%at2 3zzel ka&csolatosan két cél∃nk 4olt2 3gyrészt∀ hogy az anyag(llan%ók meg-

hat(roz(s(ra szolg(ló mérések kiértékeléséhez a sz−kséges matematikai form∃l(k ren%elkezésre 

(ll/anak∀ amelyeket kéziköny4szerûen össze is foglalt∃k2 M(srészt∀ hogy az anyagt∃la/%ons(-

gokat∀ az anyag4iselke%ést /o++an megérts−k∀ s ez(ltal a gyakorlati fela%tok megol%(s(hoz ötle-

tek∀ ökölsza+(lyok legyenek kialak5thatók2 

 7/%ons(gnak sz(m5t a r∃galmas-ké&lékeny hat(ron történõ anyag4iselke%és felt(r(sa∀ 
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cs9sz!a!2 r,ga#masság) mo:,#,s5 :, kompresszibilitás) mo:,#,s5  K, 
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Sz+ks∀ges m∀g az a∃%agra 4e##emzõ 

ké&lékenységi hat(r<  '
f;  � torzulás) :e∗ormá;)2s m,∃ka3 

tel/esen kife/lõ%ött  ké&lékenység  hat(ra:  '
f;   � t∀r∗oga!) r,ga#mas m,∃ka3 

tönkremeneteli hat(r:  '
tL   � torzulás) :)ssz)(á;)2s m,∃ka  

∀r!∀k∀∃ek )smere!e=  

 Az '
tL  t&∃kreme∃e!e#) határ∀r!∀k az ∀r!e#mez∀s) !ar!omá∃% felsõ határá! a:4a meg3 

vagyis azt a határ!3 ameddig az anyag kontinuumnak tekinthetõ3 s az anyagjellemzõk 

∀r!e#mez1e!õk=  

 A [VÁN-ASSZONYI (2008)] 21. oldalon l∀∋õ =2 á.rá4á! a#a(,# ∋∀∋e3 a :e∗ormá;i2k !ar-

tomá∃%á∃ak ∗e#osz!ásá! a k&∋e!kezõ m2:o∃ t+∃!e!!+k ∗e#3 eg% o#%a∃ mechanikai pá#%a 

ment∀∃3 a1o# a t = 0 idõ(o∃!1oz a :e∗ormá#a!#a∃ ∀s !er1e#e!#en á##a(o!o! rendelt+k 1ozzá=  

 

 
) folytonos %eform(ciók tartom(ny(nak feloszt(sa 

 

Ez a felosztás azonban csupá∃ !á4∀koz!a!2 4e##egû3 m)∋e# az á.rázo#!!2# e#!∀rõ ese!ek 

t&mkelege fordulhat elõ3 ame#%ek az a∃%ag!,#a4:o∃ságok!2# f+gg∃ek3 ∋ag%)s az a∃%ag!,-

lajdonságoka! re(reze∃!á#2 a∃%agá##a∃:2k.a∃ ∋)ssza!+kr&zõ:∃ek= Ezek a k&∋e!kezõk #e-

hetnek: 

(a) NINCS RUGALMAS ZÓNA: a marad2 :e∗ormá;)2k már a :e∗ormá;)2k kez:e!∀∃ meg4e-

lennek, vagyis 0' ♥
f; , s ilyenkor �∃,##á!2#� a t&∃kreme∃e!e#)g k∀(#∀ke∃% á##a(o! 

van, ekkor 2: ∀s >K ∀r!∀ke z∀r,s3 ;s,(á∃ ?:&l ∀s >K&l ∀r!e#mez1e!õ. 

(b) NINCS TÖ7ÉLETESEN 7I8E≅LÕ6ÖTT 7ÉPLÉ7ENY ZÓNA: Ez az anyagtulajdonságok!2# 

f+gg3 mer! ∋a∃ o#%a∃ a∃%ag )s3 ame#%∃∀# 1amara.. .ek&∋e!kez)k a !&∃kreme∃e!e#3 

minthogy &ssze∃%om1a!a!#a∃∃á ∋á#∃a= 

R∃galmas 
zóna 

:∀ #∀ " ∀ ! 

Ké&lékeny (lla&ot> anyag 
 zón(/a 

:&l∀ #&l∀ " ∀ ! 
 

 

.öre%ezett (tönkrement) 
anyag zón(/a 

- 

Deformá;)2k fejlõ:∀se 

Az anyag 

&sszenyomhat2 

0/o ♦%t%$  

K∀ K4, " o ! o 

.ökéletesen kife/lõ%ött 
ké&lékenység zón(/a 

0/o
♥%t%$  

max
oo $$ ♣  

t = 0 

''
f;; ♥  ''

fLL q  

T∀r∗oga!) 
deformá;)2k5 

Torzulás) 
deformá;)2k5 

max
oo ;; r  

t  
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(c) NINCS KÉPLÉ7ENY ÁLLAPOT A TÖN7REΑENETEL ELÕTT, vagyis m∀g a r,ga#mas á##a-

potban bek&∋e!kez)k a !&r∀s= Ez akkor #e1e!s∀ges3 1a az a∃%ag !orz,#ás) :)ssz)(á;)2s 

munká4á∃ak '
tL  határ∀r!∀ke 1amara.. .ek&vetkezik, mint hogy a torzulás) defor-

má;)2s m,∃ka ∀r!∀ke e#∀r∃∀ a '
f;  határ∀r!∀ke!= Ez! a 4e#e∃s∀ge! 42# )smer4+k3 s a r)-

deg t&r∀s3 a k)∗ára:ás) !&r∀s ;/msz2 a#a!! em#ege!)k= E∃∃ek oka a k∀!∗∀#e m,∃kak)∗e-

jez∀s ( ',;'L ) jelleg∀∃ek e#!∀r∀se= A  s t✉ $

$%
0

%; ?  

∀r!∀ke az )g∀∃%.ev∀!e#!õ# ∗+ggõe∃ ∃&∋eke:1e! ∀s ;s&kke∃1e! eg%ará∃!= Az '
L  ∀r!∀-

ke azonban monoton n&∋eksz)k, de legalá..)s ∃em ;s&kke∃1e!=1  

Felvethetn∀∃k o#%a∃ ese!e! )s3 m)∃! (#= 

(d) A KÉPLÉ7ENY ΒÓNA ÉS A TÖ7ÉLETESEN 7ÉPLÉ7ENY ZÓNA AZONOS. Ez azonban any- 

nyira val2sz/∃û!#e∃ eset lenne, hogy nyugodtan kizár1a!4,k= Korá..) k)a:∋ányunk-

ban [ASSZONYI-VÁN-SZARKA (2007), 143-145. old.] ezt az esetet tárg%a#!,k. Azonban 

annak elm∀#e!) !)sz!ázása, hogy ez esetleg lehetetlen, vagy milyen speciá#)s ese!ek-

ben lehets∀ges3 m∀g ∋ára! magára=  

(e) KÉPLÉ7ENY 6E8ORΑÁCIÓ7 MÁR 7EΒ6ETTÕL 8OGVA JELENTKEZNEK. Sokan ∀r∋e#∃ek 

mellette, mondvá∃3 1og% eg% :ara.)g ∃ag%ságre∃:ekke# k)se.. a mara:2 :e∗ormá-

ci23 ∀s /g% ∃em )s ∀sz#e#4+k a r,ga#mas me##e!!= Ez a∃∃ak ∗e#e# meg az á.rá∃k.an, 

hogy a k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár a :e∗ormá#a!#a∃ 1a!ár1oz k&!õ:)k= Ez ∋)szo∃! ∗e#∋e!) az! 

a k∀r:∀s!3 1og%1a eg%szer) !er1e#∀s3 ma4: az ez! k&∋e!õ !e1erme∃!es/!∀s ,!á∃ ∀sz#e-

l+∃k eg% mara%ó$  deformá;)2!3 akkor a k&∋e!kezõ � ugyanilyen ciklus utá∃ � mit ∀sz-

lel+∃k? Semmi t&.. mara:2!3 ∋ag% m∀g eg%szer ,g%a∃e∃∃%)!Χ 

 A k&∋e!kezõk.e∃ a rugalmas-k∀(#∀ke∃% !e1e!e!#e∃s∀g) POYNTING-THOMSON-f∀#e 

(standard) modell tulajdonsága)! (r2.á#4,k ∗e#!ár∃)= A máso:re∃:û ):õ:er)∋á#! ∃∀#k+#) � 

$#$%"% !! 22 ✈✇✈ :  � standard modellt már a#a(osa∃ k)e#emez!+k= 7∀r:∀s3 1og% m)! 

eredm∀∃%ez az (1b) egyenlet jobboldalá∃ ∗e##∀(õ $! !!  tehetetlens∀g) !agΧ A k∀(#∀ke∃% 

tartomá∃%.e#) ∋)se#ke:∀s #e/rásá∋al pedig m∀g teljes eg∀sz∀.e∃ a:2sak vagyunk, leszá-

m/tva n∀1á∃% .á!or!a#a∃ ,!a#ás! a ∃em !e1e!e!#e∃s∀g) s!a∃:ar: !es!∃∀# [SZARKA (2006), 

154. old.]. 

A tárg%a#! reo#2g)a) mo:e##ek ∋)zsgá#a!a technol2g)a szem(o∃!.2# )s nagyon fontos. 

Egyr∀sz! &∃mag,k.a∃ )s a#ka#masak 1ag%omá∃%os laborat2r),m) k/s∀r#e!ek Ε#ás: pl. 

                                                 
1
 J2 (∀#:a erre eg% o#%a∃ !er1e#∀s) soroza!3 ame#%∃ek ∋∀g∀∃ ∋)ssza4,!,∃k a k))∃:,#ás) 1e#%ze!.e= A !er1e-

l∀s-deformá;)2 g&r.e á#!a# .ezár! !er+#e! Εa 1)sz!er∀z)s− a :)ssz)(á;)2s m,∃ka= Ez m)∃:e∃ k&r∗o#%ama!∃á# 
á##a∃:2a∃ ∃õ3 a∃∃ak e##e∃∀re3 1og% a :e∗ormá;)2s m,∃ka ∀r!∀ke á##a∃:2= 
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[CSATÁR, 2008]) finomabb elemz∀s∀re3 másr∀sz! ko∃!)∃,,mme;1a∃)kai alkalmazás,k 

konkr∀! m∀r∃&k) probl∀mák e#emz∀sekor sa4á!ossága)k esetleg kvalitat/∋e∃ .e∗o#%ásol-

ják az adott m∀r∃&k) ko∃s!r,k;)2 Ε(#= a#ag9!− !a#a4 ∀s kõze!k&r∃%eze!∀∃ek meg∀r!∀s∀!= 

[VÁN-SZARKA, 2006]. 

 

A) AZ ANYAGTULAJDONSÁGO7 RUGALMAS ÁLLAPOTΦAN 

AZ ANYAGEGYENLET MEGOLDÁSA  
①

 = 0  ESETÉRE 

 

A KIINDULÁS. Az elsõ #∀(∀s.e∃ a a∃%ag!&r∋∀∃% (tehetetlens∀g) s!a∃:ar: !es!− ru-

galmas tartomá∃%.a∃ ∀r∋∀∃%es a#ak4á.2# indulunk ki, amelyet az (1b) egyenletbõ# a  ①
 = 0 helyettes/!∀sse# ka(,∃k5 

(4)          
.33

,22

ooooooo $!$$%"%

$!$#$%"%

!!!!

!!!! ②②③② ②②③②
4KK

:
 

Mivel a (4) torzulás) ∀s !∀r∗oga!∋á#!ozás) eg%e∃#e! az a∃%agá##a∃:2k k+#&∃.&zõs∀g∀! #e-

szám/!∋a !e#4ese∃ azo∃os a#ak93 az egyszerûs∀g ke:∋∀∀r! az anyagegyenlet torzulás) 

á##a(o!ra ∋o∃a!koz2 alá..) skalár egyenlet∀.õ# )∃:,#,∃k k)5 

(5)      $!$#$%"% !!!! ④④⑤④ 22: . 

Ezt a k∀r:∀s! e::)g)ek.e∃ ;s,(á∃ a  $#$%"% !! 22 ④⑤④ :  normá# s!a∃:ar: mo:e## 

alapjá∃ !árg%a#!,k3 am)kor az a∃%ag !e1e!e!#e∃s∀ge ∃em já!szo!! szere(e!=  

 A k&∋e!kezõk.e∃ a !,#a4:o∃ságok e#emz∀s∀! � a laborat2r),m) k/s∀r#e!ek∃∀# megszo-

kott formá.a∃ � k∀! k+#&∃.&zõ es!re .o∃!∋a !árg%a#4,k5 

- egyr∀sz!3 am)kor a k+#sõ 1a!ás! az e#moz:,#ásokka#3 )##e!∋e :e∗ormá#ássa# á##/!4,k 

elõ3 s ez! ∃e∋ezz+k %eform(ció4ezérelt esetnek; 

- másr∀sz!3 am)kor a k+#sõ 1a!ás! !er1e#∀s∋á#!ozássa# á##/!4,k e#õ3 s ez! ∃e∋ezz+k ter-

helés4ezérelt esetnek. 

 A modellrõ# a#ko!o!! k∀(ek a normá# ∀s a !e1e!e!#e∃s∀g) POYNTING-THOMSON-test 

eset∀.e∃ mindaddig azonosak, am/g a $! !!  tag hatása ∗e# ∃em #∀(= E∃∃ek meg∗e#e#õe∃ az 

egyenletes sebess∀gû !er1e#∀s3 ∋ag% :e∗ormá#ás3 a ∗esz+#!s∀g á##a∃:2 ∀r!∀ke∃ !ar!ása � az 

9∃= k9szás �, illetve a deformá;)2 á##a∃:2 ∀r!∀ke∃ !ar!ása � az 9∃= re#a<á;)2 � jelens∀ge a 

k∀! modelln∀# azo∃os= E miatt a !  tehetetlens∀g) á##a∃:2 1a!ása k&∋e!kez!∀.e∃ ∗e##∀(õ 

anyagtulajdonságokra csak a gyorsulásra ∀s a (er)o:)citásra ∋o∃a!koz2 k/s∀r#e!ek a:∃ak 

felvilágos/!ás!= 

 

 



126 

1. DEFORMÁCIÓVEΒÉRELT ESET 

 

A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZÁSA. Ekkor a 

 (5)      $!$#$%"% !!!! ⑥⑥⑦⑥ 22:  

differenciá#eg%e∃#e!ben  %  az ismeretlen,  $  pedig adott f+gg∋∀∃%= Az eg%e∃#e! 

 (6)          g⑧⑨
%%" ! ,   0

⑩
"  

alakban /r1a!2 ∗e#3 amelynek ! " 00 %% &  kezdeti felt∀!e#t kiel∀g/tõ megoldásá! keress+k 

adott )(tgg &  mellett. 

 A (6) elsõre∃:û differenciá#eg%e∃#e! ! " 00 %% &  felt∀!e#! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s megol-

dása az alá..) a#ak.a∃ /r1a!2 ∗e#5 

 (7)        
! " tt ttt tt

t%tgt%tgt """" %
"

%
"

%

1

0

0

1

0

0

11

ee)(
1

e)(
1

e)(
''

❶❶❷ ❸❹❹❺❻❻❼❽❾❾❿➀ ❸❹❹❺ . 

A megoldás s(e;)á#)s )(tgg ⑧  f+gg∋∀∃%ek ese!∀∃ )∃!egrá#ás ∃∀#k+#3 a#ge.ra) 9!o∃ )s 

elõá##/!1a!2 Ε#:= 8+gge#∀k 1.). 

 A k&∋e!kezõk.e∃ az a∃%ag!,#a4:o∃ságok meg)smer∀s∀1ez k+#&∃.&zõ )(tgg ⑧  

f+ggv∀∃%ek ese!∀! ∋)zsgá#4,k meg3 amelyek az anyagá##a∃:2k meghatározására szo#gá#2 

laborat2r),m) a∃%ag∋)zsgá#a! sorá∃ e#õ∗or:,#1a!∃ak=2 

 

1.1.  ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓGYORSULÁS 

 

 Legyen ,2

2

1 at➁$  ahol 0
⑩a  á##a∃:2. Ekkor ,at⑧$!  ,a⑧$!!  tehá! a :e∗ormá;)2 

gyorsulása á##a∃:2= E..e∃ az ese!.e∃ ! " aat:attg !# %%& 22 , ∀s a mego#:ás3 a 8+gge-

l∀k 2  1.1 pontja alapjá∃, 

(8)        ! " ∗#t)t∗et
t

%%%'&&
'

2

1

"%% , 

ahol az  )∀ #∀∗  egy+!!1a!2k5 

(9)        ! """#!"!"
#

:aa#a∗
:

a:#a:) ''&'&
➂➃➄➅➆! ➈➉➉ 2,2, . 

                                                 
2
 Kiv∀!e#! k∀(ez az á##a∃:2 :e∗ormá;)2g%ors,#ás3 ame#%e! az∀r! ∀r:emes ∋)zsgá#∃)3 mer! e..e∃ az ese!.e∃ 

jelentõs az e#!∀r∀s a már soka! ∋)zsgá#! POYNTING-THOMSON-f∀#e3 9∃. standard modell ∀s a tehetetlenségi 
stan%ar% modell k&z&!!= 
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Mint lá!1a!23 a (8) megoldás k∀! r∀sz.õ# á##= Az e#sõ 
t

∗e "

1➊➋ exponenciá#)s r∀sz nagy  t  

eset∀∃ e#1a∃%ago#1a!2 az ∗#t)t ➌➌2  r∀sz me##e!!3 m)∋e#  "  ∀s  t  egyará∃! (ozit/∋= Ezt 

a r∀sz! á!me∃e!)3 ∋ag% !ra∃z)e∃s r∀sz∃ek )s ∃e∋ez)k=  A máso:)k r∀sz3 amelyet á##a∃d2sult 

r∀sz∃ek )s ∃e∋ez∃ek3 ∃ag% t ∀r!∀kek∃∀# már a mego#:ás :&∃!õ r∀sz∀! !esz) k)= 

 A tranziens r∀sz e<(o∃e∃;)á#)s ;s&kke∃∀s∀∃ek Ε;s)##a(o:ásá∃ak− m∀r!∀k∀! a k)!e∋õ-

ben l∀∋õ ΓΗ"  t∀∃%ezõ 4e##emz)= Ιa "  ∀r!∀ke k);s)3 akkor a ;s)##a(o:ás erõs (gyors), ha 

nagy, akkor gyenge (lass9−.  

 A (8) megoldás.2# sz∀(e∃ #á!sz)k3 1og% a ! "t%% &  f+gg∋∀∃% g&r.∀4e ∃ag% t ∀r-

t∀kek∃∀# asz)m(!o!)k,sa∃ s)m,# a ∗#t)t) %%& 2%  parabolá1oz amiatt, hogy az á!-

meneti r∀sz )#%e∃ t ∀r!∀kek∃∀# már elhanyagolhat2. 

 A (8) megoldás∃á# e#e∋e ∗e#!∀!e#ez!+k3 1og% 0-t . A feladat term∀sze!∀.õ# 

k&∋e!kezik, hogy a "!# ,,,:  anyagá##a∃:2k (oz)!/∋ak3 ∀s 0
➍a . Ennek k&∋e!kez!∀.e∃ 

,0,0 ➎➎ #)  de ∗ ∀r!∀ke egyará∃! #e1e! (oz)!/∋3 ∃ega!/∋ vagy nulla. Elsõsor.a∃ az ∀r-

dekel benn+∃ke!3 hogy a ∗ egy+!!1a!2 ∀r!∀k∀t a !  tehetetlens∀g) á##a∃:2 hogyan befo-

lyáso#4a= A ! "
∀ #

""#! :a∗ 22 ➑➑➒  &ssze∗+gg∀s.õ# #á!1a!23 1og% ha  0➓∗ ,  akkor 

(10)                             ! " 0222 ➔→➣↔↕➙! ➜➝➜➝➝ "
#

"""#!!
:

::krit ! . 

A  ∗  egy+!!1a!2 !e1á! )!! ∋ált elõ4e#e!=  

 
 
 

=2 (+ra 

! "t%  

! "t)%  

! " ! "tt )%% &  ! "t)%  

! "t%  

∗ ≅ 0 ∗ = 0 ∗ Α 0 

% % % 

t 

arctg # 

arctg # 

arctg # 

arctg 1#
∗

0 %
"

 

arctg 1#
∗

0 %
"

 

(a) (b) (c) 

0 0 0 



128 

 Az =2 (+r(n a (8) megoldás g&r.∀) #á!1a!2k a 1árom 4e##egze!es ese!re= E∃∃ek meg-

felelõe∃ 

ha krit!! ➞ ,  akkor ∗ < 0, az anyagi k&zege! �!9#;s)##a(/!o!!� 4e#zõ∋e# )#letj+k (v.&= 

az elõzõ k∀! !a∃,#má∃%.a∃ k&z&#!ekke#−, s a )(t%  g&r.e ∗e#+#rõ# s)m,# 

az aszimptotá1oz (=.(a) á.ra−; 

ha krit!! ➟ ,  akkor ∗ = 0, s a )(t%  g&r.e ∀s az asz)m(!o!a eg%.ees)k (=.(+) á.ra−ϑ 

ha krit!! ➠ ,  akkor ∗ > 0, az anyagi k&zege! �a#,#;s)##a(/!o!!�-nak tekintj+k3 s a 

)(t%  g&r.e a#,#r2# s)m,# az asz)m(!o!á1oz (=.(c) á.ra−ϑ. Ez ut2..) 

esetben a g&r.∀∃ek )∃∗#e<)2s (o∃!4a ∋a∃ a  

(11)                      
#""!

"
"

"
"

22

2
ln

2
ln

2

22 ➡➢➡➤➡➤
:

:

∗

)
t infl  

  helyen (idõ(o∃!.a∃−= Az )∃∗#e<)2s (o∃! a ∗ (azaz a ! ) n&∋eke:∀s∀vel 

kifel∀ !o#2:)k az ):õ.e∃= (Mivel ez az á.rá∃ ∃em ∋e1e!õ k)3 ez∀r! a Ε;− 

á.ra a#á e#!orz/!∋a � &ssze∃%om∋a � kirajzoltuk.) 

      

 Az 2

2
1 at➟$  felhaszná#ásá∋a# a (8)-b2l a %  fesz+#!s∀g a t helyett az $  f+ggv∀∃%∀.e∃ 

is fel/r1a!25 

(8a)        ! " $$$%%
$

"

a
#

a

)
e∗ a 22

1

21

%%➥➥➥➦➧➨➨➨➩! ➭➟∃ ➲ . 

 

 

      A ! "$%% &  g&r.e a#,#r2# ko∃ká∋ Ε22 (+ra), 

aszimptotá4a a  

∗
a

#
a

)
%%& $$%

22
:1  

g&r.e Ε22 (+ra). 

 

      K+#&∃.&zõ !  tehetetlens∀g) á##a∃:2k ese!∀∃ a 

! "t%% &  ∀s ! "$%% &  g&r.∀ke! a Β2 (+ra mutatja. 

  

 

     
  

       

$ 

aszimptota: %) = %) ($  ) 

%  = %  ($  ) 

% 

22 (+ra 

0 
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   Β2 (+ra 

 

 

 1.2.  ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓSEΦESSÉG 

 

 Legyen most ➳➳ a$! á##a∃:23 0
➵a . Ekkor ∀0➸$!! 0$$ ➺➸ at . Induljunk ki a defor-

má#a!#a∃ á##a(o!.2#, azaz legyen ! " 000 && $$ , ∀s /g% az ΕΚ− :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e!  (az 

anyagt&r∋∀∃%−  

 (12)        ! "#%"% 22 %&% :ta! . 

 A (12) egyenlet  ! " 00 &$  felt∀!e#! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ása (ld. F+gge#∀k ?  

1.2 pont): 

 (13)        ! " #)t#e)te#t
tt

%%'&%➻➻➼➽➾➾➚! ➶➸➸ ➹➹ ""%%

11

1 , 

ahol    ➘➴➷➬➮! ✃❐❐ "
#

:
:a#:a) 2,2 . 

 A aΧt $❒  helyettes/!∀sse# 

 (14)            ! " $$%% "

$

a

)
e# a %➻➻➼➽➾➾➚! ➶➸➸ ➹1 . 

Ezeket a megoldásoka! r∀sz#e!ese..e∃ k)/r∋a3 

(15)    ! " ,12

1

)
% ❰&∋❰Ñ❰Ò Ó ÔÔÕÖ××Ø! ÚÔÕÖ×Ø! ÚÛÜÜ Ý t

e
:

t:at ""
#

%%   

(16)    ! " .12
)% ß&∋ßâßã ä åååæçèèèé! ëåæçèé! ëìíí î "

$

"
#

$$%% ae
:

a:  

% % 

t $ 

! krit ! krit 

! =0 ! =0 

5! krit 3! krit 2! krit 5! krit 3! krit 2! krit 

0 
0 
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42 (+ra 

     A ! "$%  g&r.∀k a 42(+r(n lá!1a!2k 

a k∀! sz∀#sõ ∀s k∀! k&z.+#sõ ese!.e∃5 

� �∃ag%o∃ #ass9� ese!.e∃3 am)kor a 

deformá;)2se.ess∀g k&ze#/! ∃,##á1oz3 

azaz  0
(ð a$!  

� �∃ag%o∃ g%ors� ese!.e∃3 am)kor a 

deformá;)2se.ess∀g ∋∀g!e#e∃1ez k&-

zel/!3 valamint  

� �k&ztes� :e∗ormá;)2se.ess∀gekn∀#= 

     A ! "$%  g&r.e az 9∃= dinamikus 

rugalmasság) mo:,#,s∃ak meg∗e#e#õ  

"# /2:2 &%in:  irá∃%!a∃ge∃sû ∀r)∃!õ∋e# 

indul, ∀s a statikus rugalmasság) 

modulusnak megfelelõ ::stat 2:2 &  

irá∃%!a∃ge∃sû aszimptotá1oz !ar!= 

 

 Az elmondottak az á##a∃:2 :e∗ormá;)2se.ess∀gge# !&r!∀∃õ felterhel∀sre ∋o∃a!koz!ak=  

 Á##a∃:2 :e∗ormá;)2se.ess∀gge# !&r!∀∃õ �!e1erme∃!es/!∀s� ese!∀∃ a k&∋e!kezõ a 

helyzet. 

 A  00 tt ññ   intervallumon t&r!∀∃õ felterhel∀s sorá∃ az anyag a  0t  idõ a#a!! a  

! "00 , $%  á#lapotba jutott, ahonnan 0t  utá∃ á##a∃:2 +'&$! (&á##a∃:2), 0
ò+  

deformá;)2se.ess∀gge# !e1erme∃!es/!+∃k ( 01 tt ó ) idõtartam alatt. Mivel ekkor 

)( 00 tt+ óóô $$ , ez∀r! az (5) egyenlet   

+:tt:+ #$%%" 22)(2 00 óõóóôõ
!  

alak9 #esz3 me#%∃ek a  ! " 00 %% &t   felt∀!e#! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ása 

(17)   ! " ! " 0,)( 0
'

0
''

0

0 ö÷õóõóôô øø tt#tt)e#t
tt

"%%% , 

illetve a  
+

tt 0
0

$$ ùùúù   helyettes/!∀sse# 

(18)  ! " ,0,)( 0
'0''

0

0 öñõóóóôô ø $$
$$

%$%% "

$$

#
+

)e# +  

ahol  

:+) 2:' ûü ,    ýþÿ�✁! ✄✄☎ýþÿ�✁! ✄✆☎ "
#

$"
#

$
:

:+:
:

):<# ??
222 00 . 

 

% 

$ arctg 2: 

arctg
"

#2
 

0
(

$!  

)(
$!  

210 $$ !! ✞✞  

! " 122 $"# !:'  

)✞✞
21 $$ !!  

! " 222 $"# !:'  

0 
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Ε2 (+ra  

A felterhel∀s ∀s a !e1erme∃!es/!∀s szakaszá.a∃ � tehá! a  ∀ #3210 t∀t∀tΦ   intervallumokon � 

∀r∋∀∃%es  )(t$$ ☛   ∀s  )(t%% ☛   f+gg∋∀∃%ek 4e##egg&r.∀) az  Ε2 (+r(n lá!1a!2k3 k+#&∃-

b&zõ +☞$!  eset∀∃= A 0t  helyen  (idõ(o∃!.a∃− a .a# o#:a#) ∀s a 4o.. o#:a#) g&r.∀k ∗o#%-

tonosan csatlakoznak egymás1oz= L∀∃%eges3 1og% a !e1erme∃!es/!∀s sorá∃ a )(t%  fe-

sz+#!s∀g e#õ4e#e! ∋á#! m∀g azelõ!!3 m)e#õ!! a :e∗ormá;)2 a ∃,##a ∀r!∀ke! e#∀r∃∀= Ez azt 

jelenti, hogy a felterhel∀s ,!á∃ Εa 0t  idõ(o∃tban) elõá##2 #)∃eár)s :e∗ormá;)2;s&kken∀s! 

az anyag csak a fesz+#!s∀g e#õ4e#∋á#!ásá∋a# !,:4a k&∋e!∃)=  
 

     Ennek az az oka, hogy a felterhel∀s Ε(o∃-

tos/!∋a a ∗e#:e∗ormá#ás− ,!á∃ a magára 1ag%o!! 

anyag elvileg csak v∀g!e#e∃ ):õ a#a!! ∋á#)k ∗e-

sz+#!s∀gmentess∀= A #)∃eár)s :e∗ormá;)2 mentes/-

t∀sse# ∋)szo∃! ez! a ∗esz+#!s∀gme∃!es á##a(o!o! ∋∀-

ges idõ a#a!! k∀∃%szer/!4+k rá az anyagra, ami 

csak a fesz+#!s∀g e#õ4e#vá#!ásá∋a# k&∋e!kez1e! .e=  

A Γ2 (+ra a )($%  &ssze∗+gg∀s! szem#∀#!e!) m)∃: a 

felterhel∀s3 m)∃: a !e1erme∃!es/!∀s szakaszá.a∃= 

     Jel&#4e ! "+;0%  azt a fesz+#!s∀g∀r!∀ke!3 ame#% a 

tehermentes/!∀s sorá∃ az 0&$  ∀r!∀k1ez !ar!oz)k 

tetszõ#eges + eset∀∃= A ΕΓΛ− k∀(#e!e! ∗e#1asz∃á#∋a 
 

Γ2(+ra 

! " ! " ✌✍✎✏✑! ✓✓✓✔ "
#

%% "

$

:
:+e#+ +? 2;0

0

0 . 

Ha 0%  ∀s 0$  pozit/∋3 akkor )(+%  negat/∋ + minden sz2.a4&1e!õ ∀r!∀k∀∃∀#3 ∀s 

     ! " ! " 00
0

2
;0lim,0;0lim $

"

#
%%% '&& )(( ++

++
. 

$ 

t 

$ = $ (t) 
$ 0 

0 
    t0     t1            t2          t3 

a☞$!  

3

2

1

$

$

$

!

!

!

 

% 

t 

% = % (t) 

%0 

0 

3

2

1

$

$

$

!

!

!

 

  t0      t1          t2          t3 

%2 
%1 

%3 

% 

$ 

% = % ($) 

%0 

0 

1

2

3

$

$

$

!

!

!

 

%3 

%1 

$ 0 

%2 
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1.3.  ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓ (RELAXÁCIÓ) 

 

 T∀!e#ezz+k ∗e#3 1og% a 0t  idõ(o∃!.a∃ a deformá;)2 el∀r!e az 0$  ∀r!∀ke!3 ∀s ezutá∃ 

á##a∃:2 mara:= A  0tt ✗  intervallumon tehá! 0$$ ✘  á##a∃:2, ∀s /g% 0✙$! . Ekkor az (5) 

egyenlet alakja 

(19)      00 ,2 tt: ✗✘✚
$%%" ! . 

Ha a �∗e#deformá#ás� (∀#:á,# az e#õzõ szakasz.a∃ #e/r! m2don, vagyis az  at✘$  &ssze-

f+gg∀s szer)∃! !&r!∀∃!3 akkor a  0t   idõ(o∃!.a∃ a ∗esz+#!s∀g ∀r!∀ke a (14) alapjá∃ szám/-

tott  )( 00 t%% ✘  ∀r!∀k= 7eress+k !e1á! a  (19)  egyenlet megoldásá! a  00 )( %% ✘t  felt∀-

tel mellett. A megoldás (ld. F+gge#∀k ?  Γ=> (o∃!−5 

 (20)     ! " .,22 00

0

00 tt:e:
tt

-%'&
'

'
$$%% "  

 A megoldás á##a∃:2s,#! r∀sze a  02: $% :&)   tag, amelyhez  )(t   eset∀∃ a ∗e-

sz+#!s∀g ko∃∋ergá#= A Η2 (+r(n mind a felterhel∀s), mind a relaxá;)2s szakaszo∃ ∀r∋∀-

nyes  )($%% ✣ ,  )(t%% ✣   f+gg∋∀∃%ek 4e##egg&r.∀) #á!1a!2k= 
 

  

 

 

7. (+ra 

 

% 

t $ 

" 

02 $% :✘)  

0$  0 t0 

)(
$!  

0
(

$!  

)✦✦
$!0  

% 
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 Ha a relaxá;)2! a  01 tt ✧  helyen (idõ(o∃!.a∃− megsz+∃!e!4+k3 ∀s e!!õ# kez:∋e az  

)( 11 tt+ ★★✩ $$  &ssze∗+gg∀s szer)∃! cs&kke∃!4+k a :e∗ormá;)2!  ),0,( 01 ✧✪ +$$  

akkor a 1tt ✫   intervallumon ∀r∋∀∃%es mego#:ás ∗orma)lag megegyezik a  (17), ill. (18) 

megoldásokka#3 azza# a k+#&∃.s∀gge#3 1og% 0%  hely∀re a (20)-b2l szám/!o!!  )( 11 t%% ✬  

ker+#=  

 
!2 (+ra  

 A !2 (+ra egy háromszakaszos :e∗ormá;)2-vá#!oza!o! m,!a! .e= Az e∃∃ek meg∗e#e#õ 

)(t%% ✭  ∀s )($%% ✭  g&r.∀k a Ι2 és =02 (+r(n lá!1a!2k= 

 
Ι2 (+ra 

 
=02 (+ra 

 A =02 (+r(n a )($%  g&r.e 4e##egze!es (o∃!4a) me##e!! ∗e#!+∃!e!!+k az ak!,á#)s ):õ-

pontokat is. 

 

1.4.   A DEFORMÁCIÓ PERIÓ6I7USAN VÁLTOΒI7 

 

 Legyen most  t($$ sin0
✪ ,  vagyis a deformá;)2 (er)o:)k,sa∃ ∋á#!oz)k= Ekkor  

t(($$ cos0
✪! ,   t(($$ sin2

0
✮✪!! ,  ∀s /g% az  ΕΚ−  eg%e∃#e! 

(21)     )(cos2sin)2( 00
2 tftt: ✪✯✮✪✯

((#$($!(%%" ! . 

t 

t0 t1 t2 

$ 

$ 0 

$ 0 $ 1 = $ 0 

0 

$ 

t0 

t2 

% 

%0 

%2 

%2 

$ 1 = $ 0 

t1 

0 
t 

t0 t1 

t2 

$ 

%0 

%1 

%2 

)%  

0 
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 A 0)0( ✱%  felt∀!e#! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ás 

(22)        t#t))e
t

((% " sincos

1 ✲✲✳✴ ✵  

(v.&= 8+gge#∀k ?  Γ=Μ (o∃!−3 ahol 

! "
022

2

1

22
$

("

!"("#(

%

%'
&

:
) ,     022

22

1

22
$

("

!(#"(

%

'%
&

:
# . 

 A  (22)  megoldás ∗e#/r1a!2 

(23)   )sin(22

1

&(% " %%%'&
'

t#))e
t

,   
#

)
&&tg ,   )& ✶✷

0  

alakban is. Igazolhat2 tová..á3 1og% 

(23a)        2
022

2222
22

1

)2(4
$

("

!((# ✸ ✹✸✺✸
:

#) . 

 Mind a  (22), mind a  (23)  megoldás.2# #á!1a!23 1og% ∃ag%  t  ∀r!∀kek ese!∀∃ az 

exponenciá#)s r∀sz e#1a∃%ago#1a!23 ∀s eze∃ a tartomá∃%o∃ a  %  fesz+#!s∀g g%akor#a!)#ag 

tiszta szinuszos rezg∀sk∀∃! 4e#e∃)k meg3 ,g%a∃akkora )((  k&r∗rek∋e∃;)á∋a#, mint az $   

deformá;)2, de ahhoz k∀(es! &  fáz)ss)e!∀ssel.  

 Itt l∀∃%eges megjegyezni, hogy bár a ger4esz!∀s fizikailag az  t($$ sin0
✺  t&r∋∀∃% 

szerint t&r!∀∃)k3 az a∃%ag!&r∋∀∃%.õ# származ!a!o!!  (21)  egyenlet jobb oldalá∃ a ger4esz-

tõ ∗+gg∋∀∃%  )(tf   (∀s ∃em  )(t$ )  á##, amely  $   elsõ ∀s máso:)k :er)∋á#!4á! )s !ar!al-

mazza. A matematikai modell tehá! &ssze!e!!e.. m2:o∃ /r4a #e a 4e#e∃s∀ge!= 

 Mivel nagy  t  ∀r!∀kek ese!∀∃ a  (23)  megoldás )ge∃ 42 k&ze#/!∀sse#  

(24)  ✻✼✽✾✿! ❁❂❂❃❂❂❃
2

cos)sin(:
2222 )

&(&(% t#)t#)k , 

ez∀r! ez! a k&ze#/!õ mego#:ás! ∀r:emes &ssze1aso∃#/!a∃) az )(tf   gerjesztõ ∗+gg∋∀∃∃%e#= 

Νrjuk fel azt 

tStRtf (( sincos)( ❄✱ ,   02#($✺R ,   0
2 )2( $!(✹✺ :S  

alakban. Az elõ..)1ez 1aso∃#2 á!a#ak/!ássa# 

(25)  ✻✼✽✾✿! ❁❂❂❃❂❂❃
2

cos)sin()(
2222 )

*(*( tSRtSRtf , 
22

2
arctg

!(

#(
* ❅✱

:
. 

 A  (24)  ∀s  (25)  formulák.2# #eo#∋as1a!23 1og%  )(tf   ∀s  k%  k&r∗rek∋e∃;)á4a  )((   

megegyezik, igazolhat23 1og%  2222 SR#)

✸❆✸
,  továbbá  *& ❇ ,  ami azt 

jelenti, hogy  k%  fáz)s.a∃ k∀s)k  )(tf -hez k∀(es!= A k∀s∀s m∀r!∀ke:  &* ❈ . 
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 Mindezekhez az eredm∀∃%ek1ez más 9!o∃ )s e#4,!1a!,∃k. Ehhez /r4,k ∗e# a (21)  

egyenletet 9g%3 1og% a 4o.. o#:a#ra az  )(tf   f+gg∋∀∃%  (25)  alakjá∃ak sz)∃,szos ∋ag% 

koszinuszos vá#!oza!á! /r4,k= Leg%e∃ (∀#:á,#  

(26)         )sin(0 *(%%" ❉❊❉ tf! ,   0
222222

0 )2(4 $!((# ❋●❍●❍ :SRf . 

Innen lá!sz)k3 1og% a ger4esz!õ ∗+gg∋∀∃% Εa bemenõ 4e#− amplit9:24a 0f ,  k&r∗rekven-

ciá4a  ( , a kezdõ∗áz)s  * . A l∀∃%eges ∋á#!ozás az e#õzõ e#4árás1oz k∀(es! az3 1og% a 

(26) egyenlet ama partikulár)s mego#:ásá!3 ame#% ∃ag%  t  ∀r!∀kekn∀# )ge∃ 42 k&ze#/!∀se a  

(26)  egyenlet á#!a#á∃os megoldásá∃ak3 mos!  

)sin(0 &(% ❉❊ t#k  

alakban keress+k3 a1o# a  0#  amplit9d2 ∀s a  &   kezdõ∗áz)s )smere!#e∃ek= Ezeke! a..2# 

a felt∀!e#.õ# 1a!ározz,k meg3 1ogy a )(tk%  f+gg∋∀∃%! .e1e#%e!!es/!∋e a (26)  

egyenletbe, azonosságo! ka(,∃k= ≅e#e∃ ese!.e∃ 

(27)    )sin()sin()cos( 000 *(&(&("( ❉∃❉❉❉ tft#t# . 

 Ennek az egyenletnek a bal oldalá! a#ak/!s,k á! eg%e!#e∃ sz)∃,szos rezg∀ss∀5 

.),sin(1

]
1

)cos(
1

1
)[sin(1

)sin()cos(

22
0

2222

22
0

00

"(++&(("

("

"(
&(

(
&(("

&(&("( ❊❉❉❉❊ ❊❉∗❉❉❉∗❉❉❊ ❊❉❉❉
tgt#

t
t

t#

t#t#

 

 Ezt be/r∋a a  (27)  egyenletbe, a 

)sin()sin(1 0
22

0 *(+&(("
●∃●●● tft#  

azonosságo! ka(4,k= I∃∃e∃ 

    ,1 0
22

0 f# ▲▼
(" !

22
022

2222

22

0
0

1

4)2(

1
#)

:f
# ◆❖◆ ◆P❖◆❖ $

("

(#!(

("
, 

+*&*+& ◗❘+❘❚
 . 

 Ezeket felhaszná#∋a3 

(28)           )sin(
1

22

0 +*(
("

% ❯❱❱❲ t
f

k . 

 Ebbõ# az ere:m∀∃%.õ# a k&∋e!kezõk o#∋as1a!2k k)5 ∃agy t  ∀r!∀kek ese!∀∃ az  )(tf   

bemenõ 4e# Εger4esz!õ ∗+gg∋∀∃%− 

-  amplit9d24a  
221

1

("❉ - szeres∀re ;s&kke∃3 azaz   
22

022

1 ("
❱❲❱ f

#) ; 
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-  k&r∗rek∋e∃;)á4a ∋á#!oza!#a∃ marad; 

-  a kimenõ 4e#1ez k∀(es! +  sz&gge# s)e!3 ∋ag%)s )(tk%  az )(tf -hez k∀(es! +  sz&gge# 

k∀s)k= 

 Mint lá!1a!2, ezzel az eljárássa# k∀∃%e#mese..e∃ 4,!1a!,nk l∀∃%eges )∃∗ormá-

ci2k1oz=  

 Gyakori az az eset, amikor a (21)  egyenletnek csupá∃ a  k%   alak9 (ar!)k,#ár)s 

megoldására ∋a∃ sz+ks∀g= Ekkor c∀#szerû.. ez! az e#4árás!3 ese!#eg e∃∃ek eg% � komplex 

számoka! )s ∗e#1asz∃á#2 � vá#!oza!á! a#ka#maz∃)= A (26) egyenlet jobb oldalára  f   ko-

szinuszos vá#!oza!a )s /r1a!2=  

 PÉL6A.  Legyen  1500❳: MPa,  7500❨# MPa min, 100❳! MPa min
2
,  2❳" min,  

1❳( min
-1

,  1,00 ❩$ .  Ekkor 184❳)  MPa, 658❳#  MPa, 2423,68322 ❬❭ #)  MPa, 

2727,06229,152796,0tg ❪❪+❪ "&&  Rad2 

A  0)0( ❨%  felt∀!e#! k)e#∀g/!õ mego#:ás a  (22) szerint (min ∀s ΑPa eg%s∀gek.e∃ :o#goz∋a−: 

0,sin658cos184184)( 5,0 ❴❵❵❛❪ ❜ tttet t% . 

A megoldás á!me∃e!) Ε!ra∃z)e∃s− r∀sze  te 5,0184 ❝❞ .  Az á##a∃:2s,#! Εs!a;)o∃ár),s− r∀sz3 ame#% 
nagy  t  ∀r!∀kek∃∀# )ge∃ 42 k&ze#/!∀s5 

)6229,15sin(2423,683)2727,0sin(2423,683sin658cos184 "❡❩❡❩❡❩ ttttk% . 

A gerjesztõ ∗+gg∋∀∃%5 

 )0578,79sin(7762,1527sin290cos1500sincos)( "❵❪❵❪❵❪ ttttStRtf ,  

tehá!   7762,15270 ❩f ,  3798,10578,79 ❪❪ "* Rad.  

A  "(+ ❩tg   k∀(#e! a#a(4á∃  1071,14349,632arctg ❪❪❪ "+ Rad.  A  )(tk%   k∀s∀se az  

)(tf   bemenõ 4e#1ez k∀(es!  "4349,63❪❛ &* ,  amely megegyezik  +  ∀r!∀k∀∋e#=  

Ellenõrz∀sk∀((e∃ /r4,k ∗e# m∀g a  k%  f+gg∋∀∃%! a  (28)  k∀(#e! ∗e#1asz∃á#ásá∋a#=  

)6229,15sin(2423,683)6229,15sin(
5

7762,1527 "" ❡❩❡❩ ttk% . 

Mint lá!1a!2, jelen esetben )(tf  amplit9d24a  5  -&:r∀sz∀re ;s&kke∃=  

A ==2 (+ra k&ze# a#ak1e#%ese∃ szem#∀#!e!) a (∀ldá.a∃ szere(#õ 

)(tk% , )(tf , )(t%  

∀s a   
t)e 5,0

exp ❢❣❬%   

f+gg∋∀∃%eke!=   

 Nyilvá∃∋a#23 1og% ;sak a  0
❤

t  intervallumon ∀rv∀∃%es g&r.∀k ∀r:ekesek 
szám,∃kra= Az  &*+ ✐❥   k∀s∀s .ár1o# k)4e#&#1e!õ a  t  tengely ment∀∃= 
 



137 

Tekints+k mos! a k&ze#/!õ mego#:ás 

 

==2 (+ra 

(29) t#t)k ((% sincos ❦❧  

alakjá! ∀s az   

t($$ sin0
❧  

deformá;)2!=        

      Bevezetve az 

  ϑt ♠♠ (
$

$
sin

0

,  yk
❧%   

jel&#∀seke!3 a  Ε?Ο−  ∗e#/r1a!2 

#ϑϑ)y ♥♦♣ 21   

alakban, amelybõ# k)s 

á!a#ak/!ássa# az 

02)( 22222 qrsrs )y#ϑyϑ#)  

alakot kapjuk. 
 

Ez egy olyan ellipszis egyenlete, amelynek f∀#!e∃ge#%e)  1,Χ) ,  2,Χ) ,  a nagyten-

gelye pedig az  ϑ  tengellyel  '  sz&ge! zár k&zre3 a1o#  1,  ∀s  2,   a 

0)1( 2222 t✉✉✉✈ )#),,  

egyenlet gy&ke)3 ∀s  
1

2
tg2

22 ✇❦✇❧
#)

#
' . Az ellipszis ter+#e!e  )) . Mindez azt jelenti, 

hogy a  )($%% ①   g&r.e az ):õ ∃&∋eke:∀s∀∋e# m)∃: 4o..a∃ k&ze#/! az  

 ! " 02 2
0

22
00

2222 &'%'% $%$$%$%$ )##) kkk  

ellipszishez, v∀g!e#e∃szer megker+#∋e az! Ε=22 (+ra ∀s =Β2 (+ra (a)-(d) r∀sze−. 

' 

0$

$
 

% 

1 

-) 

) 
# 

22 #) %
 

% 

$ 

22
0 SRf %&  

! "tf  

! "tk%  

! "t%  

! "teϑ&%  

*'  )* %'  &'  )& %'  

22 #) %  

2

)
* %'  

2

)
& %'  

ϑ 

y 
a 

+ 

' 

=22 (+ra2  
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 A ! "$%  g&r.e á.rázo#ásá∋a# ka(;so#a!.a∃ meg4eg%ezz+k3 1og% a m) g%akor#a-

tunkban ) ∀r!∀ke Γ-n∀# m)∃!eg% k∀! ∃ag%ságre∃::e# ∃ag%o.. (szokásos eg%s∀ge)∃k.e∃ 

dolgozva). Ennek k&∋e!kezm∀∃%e3 1og% az em#/!e!! e##)(sz)s )ge∃ e##a(,#!3 ∀s ∃ag%!e∃-

gelye az abszcisszatengellyel k&ze# ΟΠ
o
-os sz&ge! zár .e= Ez∀r! a !∀∃%#eges á.rázo#ás1oz 

c∀#szerû az or:)∃á!a!e∃ge#%ekre a 
22 #)

Κ

%
&

%
%  ∀r!∀keke! ∗e#∋)∃∃)= Ezze# e#∀r4+k az!3 

hogy ez a határe##)(sz)s a [-1,1] x [-1,1] zár! ∃∀g%ze!!ar!omá∃%.a es)k Ε 0$$$ ΧΚ &  vá#!oz2 

eleve a zár! )∃!er∋a##,m.a∃ ∋a∃−3 !o∋á..á a '  sz&g )s ∗e#ra4zolhat2∋á !ra∃sz∗ormá#2:)k=  

A =Β2 (+r(t ennek megfelelõe∃ szerkesz!e!!+k meg= 

 

q =  0 esetén

-1,2

-0,8

-0,4

0

0,4

0,8

1,2

-1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2

q = 
1/2q kritikus  esetén

-1,2

-0,8

-0,4

0

0,4

0,8

1,2

-1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2
 

=Β2(a)-(b) (+ra 

q = q kritikus  esetén

-1,2

-0,8

-0,4

0

0,4

0,8

1,2

-1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2

q = 2q kritikus  esetén

-1,2

-0,8

-0,4

0

0,4

0,8

1,2

-1,2 -0,8 -0,4 0 0,4 0,8 1,2
 

=Β2(c)-(d) (+ra 

Lecseng 3 ciklus utá∃ Lecseng 4 ciklus utá∃ 

Lecseng 5 ciklus utá∃ Lecseng  

6 ciklus utá∃ 
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deformáció feszültségek

q ②  2q krit

q  = q kritikus

q = 1/2q krit

q = 0

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

az idõ
 

=Β2(e) (+ra 

 Az á.ra (a)-(d) r∀sz∀∃ ∃∀g% k+#&∃.&zõ ! ∀r!∀k1ez !ar!oz2 ! "$% ΚΚ  g&r.∀! á.rázo#tunk. 

Sz∀(e∃ #á!sz)k rajtuk, hogy az orig2.2# )∃:,#2 ! "$% ΚΚ  g&r.e az ):õ e#õre haladtá∋a# 
hogyan k&ze#/!) a ∋as!aga.. ∋o∃a##a# ra4zo#! 1a!áre##)(sz)s! Εasz)m(!o!)k,sa∃ 1og%a∃ 
simul hozzá−= Az á.ra (e) r∀sz∀∃ a k+#&∃.&zõ ! ∀r!∀k1ez !ar!oz2 ! "tΚ%  g&r.∀k ∀s a ∋as!ag 

vonallal rajzolt ! " tΧtΚ ($$$ sin0 &&  g&r.e #á!1a!2= [Az á.rá1oz 1asz∃á#! ∀r!∀kek5 

MPa40002 &: , MPah600002 &# , h10&" , 2
MPah176000&kr! , Hz1,0&( .] 

 V∀g+# meg∋)zsgá#4,k az!, hogy a  tsin#tcos)k ((% %&   amplit9d24a  )( 0#  ∀s 

fáz)se#!o#2:ása Ε& ) hogyan f+gg ( -t2#= A (24)-bõ# ∀s a  (23a)-b2# #á!1a!23 1og% 

)(
1

4)2(
0022

2222
22

0 ($
("

(#!(
#

:
#)# &

%

%'
&%& . 

A param∀!erek ∋á#!ozásá∋a# ∃%)#∋á∃ ∋á#!oz)k  0#   ∀r!∀ke )s= Cs,(á∃ az (  param∀!er 

vá#!ozása ese!∀∃ az a#á..)ak á##a(/!1a!2k meg5 

 1.  Fel+#rõ# ∃em kor#átos, tehá! 1a  (   el∀g ∃ag%3 akkor  0#   is nagy. 

 2.  A )(0 (#  g&r.∀4e asz)m(!o!)k,sa∃ s)m,# a  "(! /   egyeneshez. 

 3.  Helyi sz∀#sõ∀r!∀ke  0&( -ná# 4an, tová.bá azokon a helyeken lehet, ahol  

2

22222
2 )(4

!"

"!#"!!
(

:: '''
,

'
& . 

Jel&#4e ennek egyetlen pozit/∋ g%&k∀!  1( . 

 Ha  0222 ④⑤⑤ "!# :: ,  akkor az  0⑥(  helyen  0#  -nak helyi maximuma, 

az  1(( ⑦  helyen pedig helyi minimuma van. A maximum ∀r!∀ke  00 2max $:# ⑧ , 

a minimum ∀r!∀ke  )(min 100 (## ⑧ . Ezt az esetet a  =42a1 (+ra mutatja.  
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(a)    (b)        (c) 

=42(+ra 

 Ha  0222 ⑨⑩⑩ "!# :: ,  akkor az  0❶(  helyen minimum van, ∀s más 1e#%e∃ 

nincs sz∀#sõ∀r!∀k= A m)∃)m,m ∀r!∀ke  00 2min $:# ❷ . Ez az eset a  =42+1 (+r(n 

lá!1a!2=  

4. Ha  0❶! ,  akkor 

022

222

0
1

44
$

("

(# ❸ ❸❹ :
# . 

 Ebben az esetben  0#   korlá!os3 g&r.∀4e asz)m(!o!)k,sa∃ s)m,# a  "# /20 ❷#  

egyeneshez. Az  0❶(  helyen minimuma van, ∀s  00 2min $:# ❷ .  Ez a g&r.e a   

=4. (c) (+r(n lá!1a!2= 

 A k&z∋e!#e∃+# )s szem#∀#e!es 4e#e∃!∀s! 1or:oz2 &  fáz)se#!∀r∀s frekvenciaf+gg∀se 

kvalitat/ve egyszerû..= A gyakorlat számára #eg∀rdekesebb 0
❺: , 0

❻❼ "# : , 

0
❽

!  param∀!ertartomá∃%! tekintve, ( -t 0-r2# ∗okozatosan n&∋e#∋e3 &  a 0 ∀r!∀k!õ# 

indulva szigor9a∃ monoton n&∋eksz)k. Nagyobb !  ∀rt∀k ese!∀∃ &  n&∋eke:∀se 

gyorsabb. )(
( -re a n&∋eked∀s #"! 2

➀
 eset∀∃ a 2/)  ∀rt∀k1ez3 #"! 2

❻
 eset∀∃ 

a )  ∀r!∀k1ez konvergá#.  

 

2.  TERHELÉSVEΒÉRELT ESET 

 
 

 A FELADAT MATEMATIKAI MEGFOGALMAZÁSA. Az elõzõ szakasz.a∃ !árg%a#! 

feladattal ellent∀!.e∃ a 

(30)    %"%$$#$! !!!! ➁➂➁➁ :22  

differenciá#eg%e∃#e!.e∃  )(t$$ ➂   az ismeretlen f+gg∋∀∃%3 m/g  %  a  t  vá#!oz2∃ak a:o!! 

f+gg∋∀∃%e= 7eress+k !e1á! e∃∃ek a máso:re∃:û :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e!∃ek a mego#:ásá! az  

#0 

#0(( ) 

(  

2:$ 0 

0 

"

#2
 

#0 

#0(( ) 

(  

2:$ 0 

arctg
"

!
 

0 

#0 

#0(( ) 

#0(( 1) 

(  
( 1  

2:$ 0 
arctg

"

!
 

0 
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00 )0(,)0( $$$$ !! ➃➃   kezdeti felt∀!e#ek me##e!!= Az eg%e∃#e!.e∃ ∋a#ame∃∃%) eg%+!!1a!2t 

pozit/∋nak van tekintj+k. Legyen ! " %"% !%&:tf . 

2.1.  ÁLLANDÓ 8ESΒΘLTSÉGGYORSULÁS 

 

 Vá#assz,k a ∗esz+#!s∀g Εa ∗elterhel∀s− se.ess∀g∀! #)∃eár)s∃ak a  at&%!  f+gg∋∀∃% 

szerint 9g%3 1og%  0)0( &%   legyen,  0
➄a . Ekkor  2

2

1
at➅% .  Ebben az esetben  

atattf "
➆➅ 2

2

1
)( ,  ∀s a  Ε?=Γ−  eg%e∃#e! 

(31)    atat: "$$#$!
➆➅➆➆ 2

2

1
22 !!! . 

Keress+k e∃∃ek az eg%e∃#e!∃ek az  0)0(,0)0( $$$ !! ➃➃   felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#á-

ris megoldásá!= A F+gge#∀k ?-ben t&m&re∃ &ssze∗og#a#! mego#:ás m&g∀ a k&∋e!kezõ .e-

tekint∀s! a:1a!4,k= 

 A  022 ➇➈➈
$$#$! :!!!   homog∀∃ eg%e∃#e!∃ek ∋a∃  rte➃$   alak9 mego#:ása= A 

karakterisztikus egyenlet: 0222 ➉➊➊ :rr #! .  Ennek gy&ke) 

!

!## :
r

22

1 ➋➌➋➍ ,    
!

!## :
r

22

2 ➋➋➋➍ . 

A homog∀∃ eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása5 

(32)   
trtr

h e∗e∗ 21
21 ➎➃$ ,    21 ,∗∗   tetszõ#eges á##a∃:2k= 

 Mivel a (31) inhomog∀∃ eg%e∃#e! 4o.b oldala máso:∗ok9 (o#)∃om3 ez∀r! e∃∃ek az 

egyenletnek egy partikulár)s mego#:ásá! máso:∗ok9 (o#)∃om a#ak4á.a∃3 azaz 

(33)     ∗#t)t ➎➎➃ 2$  

alakban kereshetj+k3 a1o#  ∗#) ,,   egyelõre )smere!#e∃ á##a∃:2k= Φe1e#%e!!es/!∋e ez! a  

(31)  egyenletbe, a kapott azonosságo! k)1asz∃á#∋a3 az )smere!#e∃ekre az 

,
4:

a
) ➅    ➏➐➑➒➓! →→➣ "

#

::

a
#

2
,   )

:
#

:
∗

!# ↔↔➅  

∀r!∀keke! ka(4,k= A Ε31)  inhomog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása a Ε32) ∀s 

(33)  f+gg∋∀∃%ek &sszege, azaz 

(34)    ∗#t)te∗e∗ trtr ➊➊➊➊➉ 2
21

21$ . 
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 Az  0)0( ↕$  ∀s  0)0( $$ !! ➙  kezdeti felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ás! 

akkor kapjuk, ha a  (34)�ben 

12

01
2

12

02
1 ,

rr

#∗r
∗

rr

#∗r
∗ ➛ ➜➛➝➛ ➛➜➛➝ $$ !!

. 

 Ebbõ# az ere:m∀∃%.õ# #á!1a!23 1og% m)∃:ez ;sak akkor ∀r∋∀∃%es3 1a  12 rr ➞ .  Az  

12 rr ➟   egyenlõs∀g ;sak akkor k&vetkezhet be, ha  022 ➠➡ !# : .  Ekkor a homog∀∃ 

egyenlet á#!a#á∃os mego#:ása 

! " trtrtr
h et∗∗te∗e∗ 111

2121 %&%&$ . 

 A karakterisztikus egyenlet gy&ke)! ∋a#2s∃ak !∀!e#ez!+k ∗e#= E#õ∗or:,#1a! azo∃.a∃ az 

az eset, amikor a gy&k&k kom(#e<ek= Ιa  -+ ir %&1 ,  -+ ir '&2  komplex számok3 

akkor a homog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása 

te∗te∗ tt
h --$ ++ sincos 21 %& ,    0

➢
+ . 

Ennek k&∋e!kezm∀∃%e)! a  ?=Μ=  szakasz.a∃ r∀sz#e!ezz+k=  

 A kiindulás∃á# e#e∋e ∗e#!∀!e#ez!+k3 1ogy  0
➤

! .  Igazolhat23 1og% 1a  0
(

! ,  akkor 

a  (31)  egyenlet megoldása a  atat: "$$# ➦➧➦ 2

2

1
22 !   egyenlet megoldásá1oz !ar!= 

Az elvi k+#&∃.s∀ge! )s 4e#e∃!õ 0$!  szerepe is gyorsan lecseng. 

 A karakterisztikus egyenlet (val2s− g%&ke) ∃ega!/∋ak= E∃∃ek k&∋e!kez!∀.e∃ a 

megoldások e<(o∃e∃;)á#)s !ag4a)  t  n&∋eke:∀s∀∋e# erõse∃ ;s&kke∃∃ek3 ∀s e#∀g ∃ag%  t  

eset∀∃ már el is hanyagolhat2k= Ez az! 4e#e∃!)3 1og% )#%e∃  t  ∀r!∀kek∃∀# a  )(t%   fe-

sz+#!s∀gek igen j2# k&ze#/!1e!õk a mego#:ások s!a;)o∃ár),s r∀sz∀∋e#= Ez ∋o∃a!koz)k a 

k&∋e!kezõ szakaszok.a∃ !árg%a#! ese!ekre )s= 7)ss∀ .õ∋e..e∃ !árg%a#4,k ez! a  2.4. sza-

kaszban.  

 

2.2.  A FESZΘLTSÉG SEΦESSÉGE ÁLLAN6Ó 

 

 Legyen  0
➨➩ a%!   á##a∃:23 ∀s at➙% .  Ekkor a gerjesztõ ∗+gg∋∀∃%  "aattf ➫↕)( ,  

∀s a  Ε30)  differenciá#eg%e∃#e! 

(35)    "$$#$! aat: ➫↕➫➫ 22 !!! . 

Az elõzõek1ez 1aso∃#2 utat k&∋e!∋e kaphatjuk meg ennek az egyenletnek az 0)0( ↕$  ∀s  

0)0( $$ !! ➙   kezdeti felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ásá!, mely most 
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(36)    #)te∗e∗ trtr ➭➭➭➯ 21
21$ , 

ahol     ,
2:

a
) ➲    ➳➵➸➺➻! ➽➽➾ "

#

::

a
#

2
,   

12

02
1 rr

)#r
∗ ➚ ➚➪➚➶ $!

,   
12

01
2 rr

)#r
∗ ➚ ➪➚➶ $!

. 

 Egy kiss∀ á#!a#á∃os/!∋a3 #eg%e∃ mos!  0%% ➹➘ at .  Ekkor a (30) differenciá#eg%enlet 

(37)    "%$$#$! aat: ➹➹➘➹➹ 022 !!! . 

Ennek az egyenletnek az  0)0( $$ ➘ ,  0)0( $$ !! ➘  kezdeti felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ mego#:ása: 

(38)     **21
21 #t)e∗e∗ trtr ➭➭➭➯$ , 

ahol 

,
2

*
:

a
) ➲    

:::

a
#

22
* 0%"

# ➴➳➵➸➺➻! ➽➽➾ ,    

12

002
1

**)(

rr

)#r
∗ ➚ ➚➪➚➶ $$ !

,   
12

001
2

*)*(

rr

)#r
∗ ➚ ➪➚➚➶ $$ !

. 

Legyen most a fesz+#!s∀g ∀r!∀ke a 1t  idõ(o∃!.a∃ 1% . Ez bek&∋e!kez1e! akár #)∃eáris, 

akár más ∗e#!er1e#∀s r∀∋∀∃= Leg%e∃ !o∋á..á a 1tt ➷  intervallumon  )( 11 tt+ ➬➬➮ %% ,  

0
➱+  á##a∃:23 !e1á! #)∃eár)s !e1erme∃!es/!∀srõ# ∋a∃ sz2= Ekkor a Ε30) egyenlet 

(39)   "%$$#$! +tt+: ➬✃➬➬➮✃✃
11)(22 !!! ,   1tt ➷ . 

Az  11)( $$ ➮t ,  11)( $$ !! ➮t  felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ása5 

(40)   #tt)e∗e∗ ttrttr ❐➭❒❐➭➭➯ ❮❮ )( 1
)(

2
)(

1
1211$ ,    1tt ➷ , 

ahol 

,
2:

+
) ❰➲Ï

   ➳➵➸➺➻! ➽➴➾Ð
"

#%

::

+

:
#

22

1 , 

12

112
1

)(

rr

)#r
∗ ➚ Ñ➪➚Ñ➚➶ $$ !

,     
12

111
2

)(

rr

)#r
∗ ➚ Ñ➚➪Ñ➚➚➶ $$ !

. 

 

2.3.  A FESZΘLTSÉG ÁLLAN6Ó 

 

 T∀!e#ezz+k ∗e#3 1og% a ∗esz+#!s∀g a  0tt ➘   idõ(o∃!.a∃ e#∀r!e a  0%  ∀r!∀ke!3 ∀s ez,!á∃ 

á##a∃:2 mara:= A 0tt Ò  intervallumon tehá! 0%% ➘  á##a∃:23 0Ó%! . Ekkor a (30) 

egyenlet 

(41)    022 %$$#$! ➘➹➹ :!!! ,   0tt Ò . 
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 Az  00 $$ Ô1t0 ,  00 $$ !! Ô1t0  kezdeti felt∀!eleket kiel∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ás5 

(42)   )e∗e∗ 1tt0r1tt0r ÕÕÖ ×× 0201
21$ ,   0tt Ø , 

ahol            ,
2

0

:
)

%Ù    
12

002
1 rr

1)0r
∗ Ú ÚÚÛ $$ !

,   
12

001
2 rr

1)0r
∗ Ú ÜÚÚÛ $$ !

. 

  

 

=Ε2 (+ra 

 

2.4.  TEHERMENTESΝTÉS ΑÁSO6FOKΣ 8ESΒΘLTSÉGCSÖ77ENTÉSSEL 

 

 T∀!e#ezz+k ∗e#3 1og% a 1t  idõ(o∃!.a∃ a ∗esz+#!s∀g ∀r!∀ke 1% , a deformá;)2 ∀r!∀ke 1$ , 

a  1tt Ý  intervallumon pedig a fesz+#!s∀g  2
11 )(

2

1
tta ÞÞß %%   szerint vá#!oz)k )0( àa  

(=Ε2a1 (+ra). 

Ebben az esetben a  (30)  differenciá#eg%e∃#e!   

(43)          11
2

1 )()(
2

1
22 %"$$#$! áÞÞÞÞßáá ttatta:!!! . 

Mivel  0
âa ,  nyilvá∃∋a#23 1og% !e1ermentes/!∀srõ# ∋a∃ sz23 ∀s %  a  

a
ttt 1
10

2%ÜÛÛ   

∀r!∀k∃∀# #esz z∀r,s3 ∋ag%)s a !e#4es !e1erme∃!es/!∀s ekkor k&∋e!kez)k .e= 

%  

$  t 

)
:

ßß)
0

2

1
%$  

$  

0%  )(
$!  )ææ
$!0  )(

$!  

0 0t  
)
0$  2

0$  1
0$  0

0$  

)
0$  

2
0$  

1
0$  

Ké&lékenységi hat(r 

0

0

$

$$

!

Ú)
 

12
mmm ttt )  0

0
0

$

$

!

ÚÜÛ )
ttm  
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 A  (43)  egyenlet  11)( $$ êt ,  11)( $$ !! êt   felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ mego#:ása5 

(44)       ∗tt#tt)e∗e∗ ttrttr ëìëìëëí îî )()( 1
2

1
)(

2
)(

1
1211$ , 

ahol 

,
4:

a
) ïð      ñòóôõ! ÷ø "

#

::

a
#

2
,   )22(

2

1
1 #)

:
∗ #!% ïïð , 

12

112
1

)(

rr

∗r#
∗ ù ùùùú $$ !

,     
12

111
2

)(

rr

∗r#
∗ ù ûùûùú $$ !

. 

 Ha a  1tt ü   intervallumon t&r!∀∃õ ∗e#!erhel∀s sorá∃ a :e∗ormá;)2 ∀r!∀ke a t1 helyen  

11)( $$ êt  volt, akkor a  (44)  f+gg∋∀∃% ∗o#%!o∃osa∃ ;sa!#akoz)k az e#õzõ )∃!er∋a##,mo∃ 

∀r∋∀∃%es  )(t$  f+gg∋∀∃%1ez= A :er)∋á#!ak  1t  helyen val2 ∗o#%!o∃ossága nem felt∀!#e∃+# 

sz+ks∀ges3 :e  1$!   alkalmas vá#asz!ásá∋a# ese!#eg #e1e!s∀ges= 

 A  (44)  f+gg∋∀∃% 4e##egg&r.∀4∀! a  =Γ2 (b) (+ra szeml∀#!e!)= Sz∀(e∃ #á!sz)k ra4!a3 

hogy a tehermentes/!∀s megkez:∀se ,!á∃ a :e∗ormá;)2 eg% ):e)g m∀g ∃&∋ekszik, majd 

utá∃a kez: ;s&kke∃∃)= Ιa  %  z∀r,ssá ∋á#)k3 am) a  0t   ∀r!∀k∃∀# k&∋e!kez)k .e3  $   ∀r!∀-

ke m∀g 4e#e∃!õs #esz= Ιa  0t   utá∃ Ε!e1á! a  0tt ý  intervallumon)  %   ∀r!∀k∀! z∀r,so∃ 

tartjuk, akkor  $   csak v∀g!e#e∃ ):õ a#a!! ∋á#)k z∀r,ssá3 m)∃! a1og% az #á!1a!2 a  ?=>=  

szakaszban szereplõ  Ε42)  f+gg∋∀∃%.õ#3 1a  00 þ%  (ugyanis 1r  ∀s 2r , vagy ezek val2s 

r∀sze ∃ega!/∋−. 

    
(a)      (b) 

=Γ2  (+ra 

 Ha p∀#:á,l a felterhel∀s a  50 ÿÿ t min  intervallumon  
2

2

1
atð%   szerint megy v∀g.e3 a  

1500�: MPa,  7500✁# MPa min,  100�! MPa min
2
,  2�" min,  100�a MPa/min,  

12501 ê% MPa  p∀#:a a:a!a)∋a# ∀s a  51 êt min  ∀r!∀kke# számo#∋a3 akkor 23433,01 ê$ . A 

tehermentes/!∀s az  105 ÿÿ t min  intervallumon  
2

1 min)5(
2

1 ïïð ta%%   szerint t&r!∀∃)k= 

0 

1$  

1t  0t  

! "t$$ &  

t  

! "0t$  

0 

1%  

1t  0t  

t  

! "t%% &  
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Ennek sorá∃ %  a  100
✂✂ tt min ∀r!∀k∃∀# #esz ∃,##a= A  Ε44) k∀(#e!e! 1asz∃á#∋a3 

116415,0min)10()( 0
✂✂ $$ t . A  100

✂✄
tt min  intervallumon legyen 0∃% . Ekkor az  

)(t$   f+gg∋∀∃% mo∃o!o∃ m2:o∃ ;s&kke∃∋e !ar! nullá1oz, ha  t  tart a v∀g!e#e∃1ez=  

 Ezt a három szakasz.2# á##2 ∗o#%ama!o! a  =Η2 (a), (b), (c)  (+r(k szeml∀#!e!)k= A =Η2 

(c) (+r(n a ! "$%% &  f+gg∋∀∃% g&r.∀4e #á!1a!23 a 4e##egze!es (o∃!ok mellett felt+∃!e!∋e 

az aktuá#)s t ∀r!∀ke! )s= 

     
 (a)     (b)    (c) 

   =Η2  (+ra 

 Ha  1t  utá∃ a !er1e#∀s! á##a∃:2 sz)∃!e∃ !ar!4,k eg% k&z.e)k!a!o!t v∀ges )∃!ervallumon, 

akkor a folyamat ennek megfelelõe∃ .õ∋+#3 :e a :e∗ormá;)2 ∋á#!ozásá∃ak 4e##ege #∀∃%e-

gesen nem vá#!oz)k=  

 

2.5.  PERIODIKUS TERHELÉS 

 

 Itt ism∀! ∀r:emes r∀sz#e!ese.. .e!ek)∃!∀s! ∃%94!a∃) a 8+gge#∀k ?-ben t&m&re∃ &ssze-

foglalt megoldás m&g∀= 

 El&#4ár2.a∃ !ek)∃!s+k az! a sz∀#sõs∀ges ese!e!3 am)kor  0&# ,  ∀s  t(%% sin0& .  

Ekkor a (30)  differenciá#eg%e∃#e! 

(45)    )cos(sin2 0 tt: ("((%$$! %&%!! .  

A jobb oldalt egyetlen szinuszrezg∀ss∀ a#ak/!∋a3 

(46)  )sin(2 0 *($$! %&% tf:!! ,   0
22

0 1 %(" ∗%&f ,   "(* &tg . 

 A   02 &% $$! :!!  homog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! mego#:ása 

(47)   t∗t∗h 0201 sincos (($ %& ,   
!

(
:22

0 & . 

0 

1%  

1$  0$  

$  

! "$%% &  

1t  

0t  
0 

1$  

1t  0t  

! "t$$ &  

t  

0$  

0 

1%  

1t  0t  

t  

! "t%% &  
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Ugyanis a karakterisztikus egyenlet  022 ✝✞ :r! ,  ennek gy&kei:  ii
:

r 01

2
(

!
✟✟ ,   

ii
:

r 02

2
(

!
✠✟✠✟ .  Ebbõ#  tite it (($ (

sincos0
1 ✡☛☛ , /g% a mego#:ás a t(cos  ∀s  

t(sin  f+gg∋∀∃%ek #)∃eár)s kom.)∃á;)24a= 

  

A  (46)  inhomog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! mego#:ása 

(48)   )sin(sincos 00201 &((($
✞✞✞✝ t)t∗t∗  

alak9  1(∗  ∀s  2∗  integrá;)2s á##a∃:2k3  )sin(0 &(
✞t)   egy partikulár)s mego#:ás−= Az 

eredm∀∃% !e1á! ;s)##a(/!a!#a∃ rezg∀s3 ame#% k∀! r∀sz.õ# á##= Az e#sõ r∀sz k&r∗rek∋e∃;)á4a  

0(   (a rendszer sajá!-k&r∗rek∋e∃;)á4a−3 a máso:)k∀  (  (a gerjeszt∀s k&r∗rek∋e∃;)á4a−= A 

máso:)k r∀sz &∃magá.a∃ )s mego#:ása a (46) differenciá#eg%e∃#e!∃ek= Az 0)   

amplit9d2 meg1a!ározására ez! 1asz∃á#4,k k)= Ιe#%e!!es/!s+k .e ,g%a∃)s az 

)sin(0 &(
✞t)  f+ggv∀∃%! a  Ε45)  egyenletbe: 

)sin()sin(2)sin( 00
2

0 *(&(&((!
✞∃✞✞✞✌ tft:)t) . 

Ebbõ# az azo∃osság.2# k&∋e!kez)k3 1og% 

(49)       ,
)(2

)2(
22

0

0

2

0
00

2
0

((!!(
!( ✍✎✍✎+✎✍ f

:

f
)f:)    ∀s  *& ✑ . 

Innen lá!1a!23 1og% az  )sin(0 &(
✞t)   megoldás  0)   amplit9d24a )ge∃ ∃ag% #e1e!3 1a a 

gerjeszt∀s ∗rek∋e∃;)á4a  )((   k&ze# ∋a∃ a re∃:szer sa4á!-k&r∗rek∋e∃;)á4á1oz  0(( -hoz).  

Az  0(( ✝   esetet szokás rezo∃a∃;)akatasztr2∗á∃ak nevezni, mert ekkor  0)   v∀g!e#e∃ 

nagy lesz.
3
 Ez csak csillap/!a!#a∃ rezg∀s ese!∀∃ á##1a! e#õ=  

Most vizsgá#4,k azt az á#!a#á∃osa.. ese!e!3 am)kor  0
✒

# ,  vagyis a differenciá#-

egyenlet 

(50)       )cos(sin22 0 tt: ("((%$$#$!
✞✝✞✞

!!! . 

A pr2.a!es!re a:o!! !er1e#∀s ∋á#!oza!#a∃,# a   t(%% sin0
✝   periodikus f+ggv∀∃% 

szerinti, ∀s /g% az eg%e∃#e! 4o.. o#:a#á∃ á##2  )(tf   gerjesztõ ∗+gg∋∀∃% ∋á#!oza!#a∃,#  

(51)     )sin()cos(sin)( 00 *(("((%
✞✝✞✝ tftttf , 

alakban is fel/r1a!2= 

                                                 
3
 Val24á.a∃ e..e∃ a s(e;)á#)s ese!.e∃ a mego#:ás ∃em ΕΜΛ− a#ak93 1a∃em az eg%)k 1armo∃)k,s !ag eg% 

idõ∋e# ará∃%osa∃ ∃&∋ek∋õ am(#)!9:2! ka(= A mego#:ás !e1á! ∋∀ges #esz � viszont korlá!#a∃,# ∃&∋ekvõ= 
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 A karakterisztikus egyenlet ∀s mego#:ása5 

0222 ✓✔✔ :rrr #! ,   
!

!## :
r

22

2,1

✕,✕✗ . 

Itt három ese!e! k+#&∃.&z!e!+∃k meg= 

AZ   !# :22 ✘
  ESET 

 Ha  !# :22 ✘ ,  akkor a gy&k&k ∋a#2sak3 ∀s  21 rr ✙ .  Ebben az esetben az  (50)  

egyenlet á#!a#á∃os mego#:ása 

(52)       .

)2()2(

2)2(
,

)2()2(

2)2(

sincos

0222

22

0222

2
21

21✚✛✚✜ ✢ ✣✤ ✣✤✥✣✤ ✤✤✥ ✣✣✣✥
%

#(!(

#"(!(
%

#(!(

#"!((

(($

:

:
#

:

:
)

t#t)e∗e∗ trtr

 

 Az  0)0( ✦$   ∀s  0)0( $$ !! ✧   kezdeti felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ mego#:ás! ka(4,k3 1a az  

(52)  megoldás.a a 

(53)   
12

02
1 rr

#)r
∗ ★ ★✩★✪ $( !

,   
12

01
2 rr

#)r
∗ ✫ ✬✫✭ $( !

 

∀r!∀keke! 1e#%e!!es/!4+k .e= 

 K∀∃%e#mese..e∃ 4,!1a!,∃k .)zo∃%os )∃∗ormá;)2k1oz3 1a az  (50)  egyenletet 

(54)    )sin(22 0 *($$#$! ✮✧✮✮ tf:!!! ,   22
00 1 ("% ✯✰f ,   "(* ✱tg  

alakban kezelj+k= Ekkor az á#!a#á∃os mego#:ás! 

(55)             k
trtr t)e∗e∗ $$&($ ✲✳✲✲✲✳

exp021 )sin(21  

alakban vehetj+k ∗e#= I!! !e1á! az  (54)  egyenlet egy partikulár)s mego#:ásá! ,g%a∃o#%a∃ 

trigonometrikus alakban keress+k3 am)#%e∃ a#ak9 az  )(tf  gerjesztõ ∗+gg∋∀∃%= Az  (52) 

alak9 mego#:ás ese!∀.e∃ )s ez! !e!!+k= Α)∋e# az (55) megoldás )sin(0 &($ ✮✧ t)k !  

r∀sze &∃magá.a∃ )s mego#:ása az (54) egyenletnek, ezt az k$  f+gg∋∀∃%! .e1e#%e!!es/!∋e 

(54)-be, azonosságo! ka(,∃k5 

)sin()sin(2)cos(2)sin( 000
2

0 *(&(&((#&((! ✮∃✮✮✮✮✮✵ tft:)t)t) . 

Innen 

 ✧✮✮✮✮✵ )cos(2)sin()2( 0
2

0 &(#&(!( t)t:)  
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 )sin()sin()2()2( 0
222

0 *(+&(#(!( ✶∃✶✶✶✸✹ tft:) ,    

22

2

!(

#(
+ ✺✻

:
tg , 

amelybõ# leolvashat23 1og% 

(56)               
222

0
0

)2()2( #(!( ✼✽✾
:

f
)   ∀s    &*+*+& ✿❀+❀❂

. 

Az (55)-bõl lá!1a!23 1og% a mego#:ás k∀! r∀sz.õ# á##= Az elsõ r∀sz )( 21
21

trtr e∗e∗ ❃   

egy exponenciá#)sa∃ ;s&kke∃õ ∃em(er)odikus f+gg∋∀∃%3 ame#% ∋)szo∃%#ag g%orsa∃ #e-

cseng, ∀s ez,!á∃ a mego#:ás Εa k)me∃õ4e#− g%akor#a!)#ag a !r)go∃ome!r)k,s r∀sz #esz= Az 

exponenciá#)s ;s&kke∃∀s o∃∃a∃ #á!1a!23 1og% a karakterisztikus egyenlet gy&ke) ∃ega-

t/vak. A megoldás máso:)k r∀sz∀∃ek k&r∗rek∋e∃;)á4a  )((   ugyanakkora, mint az  )(tf   

gerjesztõ ∗+gg∋∀∃%∀ Εa .eme∃õ 4e#∀−3 amplit9d24a  )( 0)  az (56)  alapjá∃ szám/!hat2= Az  

22
00 1 ("% ✶✹f   alapjá∃  0)   szám#á#24a ,g%a∃ ∗+gg  ( -t2#3  ∀s  (  n&∋eked∀s∀∋e# 

korlá!#a∃,# ∃&∋eksz)k3 e∃∃ek e##e∃∀re  0)   tart a nullá1oz3 1a  (  tart a v∀g!elenhez. A  

*+& ❀❂
  &ssze∗+gg∀s az! 4e#e∃!)3 1og% a  )sin(0 &(% ❄✻ t)k   kimenõ 4e# ∗áz)s.a∃  

+ -val k∀s)k az  )sin()( 0 *( ❄✻ tftf   bemenõ 4e#1ez k∀(es!= 

 Ha az á#!a#á∃os mego#:ás∃ak az  (55)  alakjá! ∋á#asz!4,k3 akkor az  0)0( ❅$ , 

0)0( $$ !! ✻   felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ mego#:ás! a..a∃ az ese!.e∃ ka(4,k3 1a 

(57)      
12

0020
1

cossin

rr

)r)
∗ ❆ ❆❇❆❈ $&(& !

,    
12

0010
2

cossin

rr

)r)
∗ ❆ ❇❆❈ $&(& !

. 

Gyakran elõ∗or:,#3 1og% az (50) differenciá#eg%e∃#e! megoldásá∃ak ;sak a máso:)k 

r∀sz∀re3 a mego#:ás! e#∀g ∃ag%  t  ∀r!∀kek∃∀# )ge∃ 42# k&ze#/!õ  k%   f+gg∋∀∃%re ∋a∃ 

sz+ks∀g+∃k= Ekkor ;∀#szerû a ger4esz!õ ∗+gg∋∀∃%!  )sin()( 0 *( ❄✻ tftf   alakban fel-

/rni, ∀s a  k%   f+gg∋∀∃%!  )sin()( 0 &(% ❄✻ t)tk  alakban keresni. 

Megjegyezz+k3 1og% m)∃: az  )(tf ,  mind a  )(tk%   f+gg∋∀∃% kosz)∃,szos a#ak.a∃ 

is fel/r1a!23 (∀#:á,#  )cos()( 0 *( ❄✻ tftf , )cos()( 0 &(% ❄✻ t)tk  alakban.  

AZ  !# :22 ❉
  ESET 

 Legyen most  !# :22 ❉ .  Ekkor a karakterisztikus egyenlet gy&kei:  

!

#❊❋❋❋ rrr 21 .  Ekkor az  (50) differenciá#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása 
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(58)        )sin(021 &($ ●●●❍ t)te∗e∗ rtrt , 

ahol  0)   ∀s  &   az  (56)  k∀(#e!ekke# a:o!!ak= 7)1asz∃á#∋a az!3 1og%  !# :22 ■ ,  az 

amplit9d2 

2

0
0

2 !(●❍
:

f
) . 

 Az  0)0( ❏$ , 0)0( $$ !! ❍  felt∀!e#eke! k)e#∀g/!õ (ar!)k,#ár)s mego#:ás! a  

(59)        &sin01 )∗ ❑❍ ,    00012 cossin $&(& !●❑❍ ))r∗  

vá#asz!ássa# ka(4,k=  

 Az  (58)  megoldás a∃nyiban t∀r e# az  (55)  megoldás!2#3 1og% az e<ponenciá#)s r∀sz 

máso:)k !ag4a t-nek elsõ 1a!∋á∃%á! szorz2!∀∃%ezõk∀∃! !ar!a#mazza= E∃∃ek e##e∃∀re az 

exponenciá#)s ;s&kke∃∀s m)a!! ez is viszonylag hamar lecseng, ∀s ∃ag%  t  ∀r!∀kek eset∀∃ 

elhanyagolhat2= 

AZ  !# :22 ▲
 ESET 

 Ekkor a karakterisztikus egyenlet gy&ke) kom(#e<ek3 ∀s 

2

2

1

2

!

#

!!

# ▼◆▼❖ :
ir ,     

2

2

2

2

!

#

!!

# ❑❑❑❍ :
ir . 

Az egyszerû.. /rásm2: ke:∋∀∀r! ∋ezess+k .e az   2

2

22
, s

:
a (

!

#

!!

# ❍❑❍   jel&#∀se-

ket. Ezekkel   siar (●❑❍
1 ,   siar (❑❑❍

2 .  Az (50) differenciá#eg%e∃#e!e! /r4,k 

(60)     )sin(22 0 *($$#$! ●❍●● tf:!!! ,    22
00 1 ("% P◗f ,    "(* ❘tg    

alakba. Á#!a#á∃os mego#:ása5 

(61)  )sin()sincos( 021 &((($ ●●●❍ ❙ t)t∗t∗e ss
at . 

A megoldás∃ak e..õ# az a#ak4á.2# #áthat23 1og% a mego#:ás e#sõ r∀sze eg%  s(  k&r-

frekvenciá493 e<(o∃e∃;)á#)sa∃ ;s)##a(/!o!! rezg∀s3 a máso:)k r∀sz eg%  (  k&r∗rek∋e∃;)áΤ

j93  0)   amplit9:249 csillap/!a!#a∃ rezg∀s= Az  0)   amplit9d2 ∀s a  &   fáz)se#!o#ás az 

(58)-ban már a:o!!= Ez o∃∃a∃ a:2:)k3 1og% a  k%  á##a∃:2s,#! r∀sz ∃em ∗+gg a kez:e!) 

felt∀!e#ek!õ#= Ιa a Ε61) megoldás.a∃  

&sin01 )∗ ❑❍ ,     )sincos(
1

0002 &&($
(

a))∗
s

❚❚❯ ! , 
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akkor a megoldás k)e#∀g/!) az  0)0( ❱$ ,  0)0( $$ !! ❲   kezdeti felt∀!e#eke!= 

 Ér:emes m∀g meg∋)zsgá#∃)3 1og% az (56) alatti  0)   amplit9d2 1og%a∃ ∋á#!oz)k (  

f+gg∋∀∃%∀.e∃= Az 

(62)       )(

)2()2(

1
0

222

22
0

0 (
#(!(

("%
)

:
) ❲❳❨ ❳❲  

&ssze∗+gg∀s.õ# #á!1a!23 1og%  0)   páros ∗+gg∋∀∃%3 !o∋á..á  
:

)
2

)0( 0
0

%❱ .  Ha  (  igen 

nagy, akkor 0)   igen kicsi, tehá!  0)(lim 0 ❲)( (
(

) .  Ha  0
❭

# ,  akkor  0)   korlá!os3 !e-

há! ∃em ∋á#)k ∋∀g!e#e∃∃∀ akkor sem3 1a  (   megegyezik az  s(   sajá!-k&r∗rek∋e∃;)á∋a#  

s((  a (60)  egyenlettel le/r! re∃:szer sa4á!-k&r∗rek∋e∃;)á4a−= R∀szletesebb vizsgá#a!!a# 

kimutathat23 1og% a m) g%akor#a!,∃k.a∃ e#õ∗or:,#2 ese!ek.e∃ 0)  -nak az  0❪(  he-

lyen minimuma, a (47) k∀(#e!!e# ∀r!e#meze!!  0(   hely k&r∃%∀k∀∃ maximuma van, ha  

0222 ❫❴❴ "!# :: . 

Megjegyezz+k3 1og% a ma<)m,m ∀r!∀ke ∃em !9#ságosa∃ ∀rz∀ke∃%  (   vá#!ozására3 

sokkal inká..  #  -ra. Ha  0❱# ,  akkor 

! " .
1

2

1

2

1
22

0

22
0

2

22
0

2

22
0

0
((!

("%

(
!

!

("%

!(

("%

'

%
&❵❛❜❝❞! ❢❣❤❢ ❣❤

::
)  

Ezzel visszakaptuk a  (49)  formulá!3 

amely azt mutatja, hogy csillap/!a!#a∃ 

rendszer eset∀.e∃ az  0)   v∀g!e#e∃∃∀ 

válik.  

      A =!2 (+ra az  ! "(0)   f+gg∋∀∃% 4el-

legg&r.∀4∀! m,!a!4a :,r∋a k&ze#/!∀s.e∃= 

Össze1aso∃#/!∋a az  0)   amplit9:2! az  

1.5.  szakaszban szereplõ  0#   amplit9d2-

val, lá!1a!23 1og% az  0$ ,  ill.  0%   á##a∃-

d2kt2# e#!ek)∃!∋e3  0)   ∀s  0#   egymás∃ak 

reciproka, ∀s  0000 %$&#) .   
=!2 (+ra 

Term∀sze!ese∃ ∗e#!∀!e#ezz+k3 1og%  (  mindk∀! 1e#%e∃ ,g%a∃az! a szere(e! !&#!) .e3 

hasonl2a∃ a !&..) (aram∀!er1ez=  Ez megk&∃∃%/!) a k∀! amplit9d2 ∋)zsgá#a!á!=  E∃∃ek 

!
(

:2
0 &  

0)  

! "(00 )) &  

:2

0%  

(  

0
✐

#  

0❱#  
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megfelelõe∃  0)   korlá!os3 ∀s 1a  (  nagy, akkor  0)   kicsi (ha  )(
( ,  akkor  

00 () ). Ahol az egyiknek maximuma van, ott a más)k∃ak m)∃)m,ma3 ∀s ∗or:/!∋a= Νg% 

p∀#:á,#3 1a  0222 ♠♥♥ "!# :: ,  akkor az  0♦(   helyen  0)  -nak minimuma, az  

1(( ♣   helyen maximuma van, ∀s   

0

000
0

max2
min

#:
)

%$% qq
,  

)(
)(max

10

00
100

(

%$
$

#
))

qq
. 

V∀g+# arra 1/∋4,k ∗e# a ∗)g%e#me!, hogy a tranziensek lecseng∀se ,!á∃ á##a∃:2s,#2 

periodikus deformá;)2 ugyanazzal a fáz)sk∀s∀sse# k&∋e!) a fesz+#!s∀get, amivel a defor-

máci2vez∀relt esetben (v.&. 1.4 szakasz). 

 

B) AZ ANYAGTULAJDONSÁGO7 KÉPLÉ7ENY ÁLLAPOTΦAN, 

ANYAGEGYENLET MEGOLDÁSA 
r

 = 1 ESETÉRE 

 

 A KIINDULÁS. A tehetetlens∀g) s!a∃:ar: !es! a∃%ag!&r∋∀∃%e az ΕΓ− eg%e∃#e! a#a(4á∃5 

(63a)        ! "! " ! "
s t

,222222 $##$$$!$#$%"% !!!!! &lf&l::: ✉✈✉✉✇✉✈✈①✈
 

illetve 

(63b)  ! "*
+
,

-%%'%

②③③④③
∀∀::

∀∀:

f&lf&lf

f

$$$!$#$$$

$$$!$#$
%"%

ha222

ha22

!!!

!!!

!  

ahol 

(64) ⑤⑥⑤⑦ ⑧ ⑨−⑨ ❶−❶❷r
,0∀s,ha,1

,0vagy,ha,0
'''

'''

;;;

;;;

f

f
 ill. ❸❹ ❺ ❻❻ ❼❼❽❾

2%∀∀

∀%∀∀

f

f

0∀sha1

0vagyha0

$%$$

$%$$
 

Az anyagt&r∋∀∃% a k∀(#∀kenys∀g) ∋)szkoz)!ás) !∀∃%ezõ  

     ! ""## &l&l :: 2222 ''&   !  ! ""## &l&l :: 2222 '&'  

&ssze∗+gg∀s∀∃ek a ∗e#1asz∃á#ásá∋a#5 

(63c)  ! "! ",2222 $"$$$!$#$%"% !!!!! %''('%%&% f&l:::  

vagy a rugalmas ∀s k∀(#∀ke∃% mo:,#,sok ará∃%á! k)∗e4ezõ &  t∀∃%ezõ 

(65)                10,: ❿❶❷ &&
:

: &l
 

k∀(#e!∀∋e#5 

(63d) ! "! "$"$$&$!$#$%"% !!!!! %''('%%&% f:: 1222  

alakot &#!)= 
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 Az (63b) &ssze∗+gg∀s e#sõ Εa rugalmasságra ∋o∃a!koz2) egyenlete, ∀s a máso:)k Εa 

k∀(#∀ke∃% á##a(o!ra 4e##emzõ) egyenlete nagyon hasonl2 ∗ormá493 sõ! eg% alkalmas 

[ f
? %%% ➀➁ , f

? $$$ ➀➁ ] transzformá;)2∋a# azo∃os a#akra )s 1oz1a!2. Ez∀r! !e#4ese∃ 

felesleges lenne az elõzõ � rugalmasság!a∃) � pontban k&z&#!eke! meg)sm∀!e#∃)= A k&-

vetkezõk.e∃ ;sak a s(e;)á#)s k+#&∃.s∀gekre ko∃;e∃!rá#,∃k= 

 VÁLTOΒÁS A 7ÉPLÉ7ENYSÉGI ΙATÁRON. Minden egyes ! "$%  terhel∀s) g&r.∀∃ 

kijel&#1e!õ eg% ➂ ➃fff ∀Λ %$  pont, nevezz+k ez! k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár(o∃!∃ak3 me#%re az a 

jellemzõ3 1og% a ! "➄➄ $
$$%$%

00
%%t;

t?
!  torzulás) :e∗ormá;)2 m,∃ka ∀((e∃ a 

! "➄➄ fft?
f %%t;

$
$$%$%

00
!  ∀rt∀kke# eg%e∃#õ=  

 
                 =Ι2a1 (+ra                       =Ι2+1 (+ra 

      Egyszerûs/!∋e a =Ι2a1 (+ra 

alapjá∃ ∗oga#maz1a!,∃k 9g%3 1og% a 

kontinuum egy vizsgá#! a∃%ag) 

pontban akkor ker+# k∀(l∀ke∃% 

á##a(o!.a3 1a az ! "ff ∀%$  terhel∀s1ez 

(terhel∀s) á##a(o!1oz− !ar!oz2 !er1e#∀s) 

g&r.e a#a!!) !er+#e! !9##∀() a ?
f;  

∀r!∀ke!= Ha ugyanazt az anyagi pontot 

másk∀ppen terhelj+k3 akkor más ! "$%  

terhel∀si g&r.∀!3 s /g% más 
 

! "ff ∀%$  ∀r!∀k(ár!3 azaz más fΛ  

pontot kapunk. Az anyagi pont most 

is akkor ker+# k∀(#∀ke∃% á##a(o!.a3 

ha ezen más)k g&r.e a#a!!) !er+#e! 

t9##∀() ,g%a∃az! a ?
f;  ∀r!∀ke! Ε=Ι2+1 

(+ra). Ebbõ# k&∋e!kez)k3 1og% 

bárme#%  ! "$%  terhel∀s) g&r.e ese!∀∃ 

a g&r.e a#atti ter+#e!∃ek a [ f$;0 ] 

intervallum f&#&!!) r∀sze ?
f; . 

 A k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár(o∃!ok 

m∀r!ani helye a k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár3 

a 202 (+r(n vastag vonallal jel&#! 

g&r.e Εeg%e∃#e!es deformá;)2se.es-

s∀g eset∀∃−= Ρg%a∃ezen az á.rá∃ a 

v∀ko∃% ∋o∃a# a !&∃kreme∃e!e#) 1a!ár! 

% 

$ 

f$  0 

f%  

Λf 

?
f;  

% 

$ 

f$  0 

f%  

?
f;  

Λf 

% 

$ 

)(
$!  )➇➈➇ const$!0

 
0

(
$!

 

0
f$  i

f$  
1
f$  

2
f$  

)
f$  0 

)
f%  

i
f%  

1
f%  

0
f%  

2
f%  

Ké&lékenységi hat(r 

202 (+ra2 ) ké&lékenységi hat(rfeltétel 
(llan%ó %eform(cióse+ességek esetén 

.önkremeneteli hat(r 
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jel&#)= A k∀(#∀kenys∀g) 1a!árg&r.e !erm∀sze!ese∃ az %$ ∀  s/ko∃ ∋a∃=4 A gyakorlatban 

azonban a terhelt kontinuumon is ki kell jel&#∃) az a g&r.∀! Ε∗e#+#e!e!−3 ame#% e#∋á#asz!4a 

a k∀(#∀ke∃% r∀sz! a r,ga#mas r∀sztõ#= Ez 9g% !&rt∀∃1e!3 1og% a !er1e#∀si g&r.e 

ismeret∀.e∃ meghatározz,k Εk)4e#&#4+k− a ko∃!/nuum azon pontjait, amely pontokban 

f%% ➊ , vagy f$$ ➊ . Ezeknek a pontoknak a halmaza a kontinuumon ∀r∋∀∃%es 

k∀(#∀ke∃%s∀g) 1atár= 

 A k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!áro∃ az a∃%ag!,#a4:o∃ságok meg∋á#!oz∃ak= A r,ga#mas á##a(ot-

vá#!ozás ese!∀∃ a !es! (#= a:o!! ∗e#!er1e#∀s ,!á∃3 1a !e1erme∃!es/!+∃k3 m)∃:)g ∋)ssza∃%er-

heti eredeti alakjá!= Ez a ∗o#%ás1a!ár á!#∀(∀se ,!á∃ már ∃em #e1e!s∀ges3 mer! meg4elen-

nek a marad2 :e∗ormá;)2k Εezek !e1erme∃!es/!∀s ,!á∃ )s megmara:∃ak−= 

 A mechanikai jellemzõk az f$  k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!áro∃ !&r!∀∃õ meg∋á#!ozásá∃ak 

elemz∀s∀1ez jel&#4+k a bal illetve jobb oldali határ∀r!∀ke!  -
 ∀s + 

indexekkel, pl. ➋ f$ , ➌ f$  

m2:o∃3 azaz 

bal oldali határ∀rt∀k5 ! " ff
ftt

f ∀t $$$$$ ➍➎➏➏ (➑
0lim eset∀∃3   

jobb oldali határ∀r!∀k5 ! " ff
tft

f ∀t $$$$$ ➒➓➏➏ .→
0lim eset∀∃=  

 A (63b) egyenlet alapjá∃ 

.22akkor,0ha

,22akkor,0ha ➣➣➣➣➣ ↔↔↔↔↔ ↕↕➙↕↕➙ ↕↕➙↕➛➙
ff&lffff

ffffff

:

:

$!$#$%"%$$

$!$#$%"%$$

!!!!

!!!!

 

 Fesz+#!s∀g∋ez∀re#! ese!.e∃ a ∗esz+#!s∀gek ∀s :er)∋á#!4a)k ∗o#%!o∃ossága magá!2# ∀rt-

hetõ3 hiszen a felterhel∀s vá#!oza!#a∃ m2:o∃ !&r!∀∃)k3 /g% a k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!áro∃ )s 

(66a)     fff %%% ➜➜ ➝➞
. 

 Deformá;)2∋ez∀re#! ese!.e∃ ∋)szo∃! a :e∗ormá;)2k ∀s :er)∋á#!4a)k ∗o#%!o∃ossága 

evidens, azaz 

(66b)     fff $$$ ➜➜ ➝➞
. 

Fizikai intu/;)2 ∀s !a(asz!a#a!ok alapjá∃ ez az! 4e#e∃!)3 1og% a ∗esz+#!s∀gek ∀s :e∗ormá-

ci2k ∗o#%!o∃ossága á#!a#á.a∃ ∗e#!∀!e#ez1e!õ3 am).õ# k&∋e!kez)k3 1og% 

  ,22akkor,0ha ➟➟➟ ➠➠➡➠➢➡
ffffff :tt $!$#$%"% !!!!  

  ,22akkor,0ha ➤➤➤ ➠➠➡➠➠➡
ff&lffff :tt $!$#$%"% !!!!  

ahonnan, a k∀! eg%e∃#e!e! k)∋o∃∋a eg%más.2#3 

                                                 
4
 amely val24á.a∃ a ➥  ∀s ➦  tenzorok á#!a# k)∗esz/!e!! me;1a∃)ka) !∀r.e∃ eg% ∗e#+#e! Ε1)(er∗e#+#e!− 
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(67)    ➧➨➧➨➧➨ ➩➫➩➭➩
ffff&lff $!$!$#$#%"%" !!!!!!!! 22 , 

amely az elemz∀s1ez a k))∃:,#2 &ssze∗+gg∀s! k∀(ez)= 

Bevezetve az idõ.e#) ,grásra a 

! " ! " ! "'%'%'% '&'&'& fffffffff $$$$$$%%% !!!!!!!!!!!! :]][[:]][[,:]][[  

jel&#∀s!3 a 

(68)       ! "%' ''& f&lfff $#$#
"

$
"

!
% !!!!! 22

1
]][[]][[ , 

(69)       ! "%' ''& f&lfff $#$#
!

%
!

"
$ !!!!! 22

1
]][[]][[ . 

eredm∀∃%! ka(4,k= 

A fesz+#!s∀g∋á#!ozás sebess∀g∀∃ek ugrásá! ∀s a :e∗ormá;)2g%ors,#ás ,grásá! ∗e# !,d-

tuk /r∃)= A :e∗ormá;)2sebess∀g ,grásá! ∋)szo∃! ∃em= ≅á!sza:oz1a!∃á∃k azza# a � sem-

mivel sem igazolhat2 � gondolattal, hogy mi lenne, ha a deformá;)2se.ess∀g 4o..- ∀s 

baloldali határ∀r!∀ke megeg%ez∃e= Ekkor a ΕΚΚ− ∀s ΕΚΥ− eg%szerûs&:∃e5 

! " f&lff $##
"

$
"

!
% !!!! 22

1
]][[]][[ ''& ' ,     ! " f&lff $##

!
%

!

"
$ !!!! 22

1
]][[]][[ ''& . 

Á#!a#á∃osa∃ ;s,(á∃ a ∗esz+#!s∀gek ∀s :e∗ormá;)2k ∗o#%!o∃osságá∃ak 

0]][[ &f%  ∀s  0]][[ &f$  

&ssze∗+gg∀se3 ∋a#am)∃! 

fesz−ltség4ezérelt szit∃(ció+an a  0]][[ &f%! , 

%eform(ció4ezérelt szit∃(ció+an a  0]][[ &f$! , 0]][[ &f$!!  

egyenletek á##∃ak re∃:e#kez∀s+∃kre=  

 A folyás1a!áro∃ ∃em;sak a ∗esz+#!s∀g∋á#!ozás) se.ess∀g∃ek ∋a∃ �):õ.e#)� ,grása3 

hanem a fesz+#!s∀g :e∗ormá;)2 szer)∃!) :er)∋á#!4á∃ak )s ∋a∃ �$ �t∀r.e#)� ,grása5 

00

:]][[]][[

'% && ➯➲➳➵➸➺ //➼➯➲➳➵➸➺ //➽//➽//
fff

f

$$$$$ $

%

$

%

$

%

$

%
, 

s ez a k∀! ,grás a  
$

%

$

%

$

%

!

!➾/ ///➾//
t

t
  &ssze∗+gg∀s.õ# k&∋e!kezõen kapcsolatban van 

egymássa#5  

(70)             ]][[]][[
f

ff

$

%

$

%

!

!➪//
. 
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Ez a fel/rás /g% e#sõ #á!sza!ra ∃ag%o∃ ∗∀#re∋eze!1e!õ #e1e!3 mer! % -val, ill. $ -nal a  

 fesz+#!s∀g) :e∋)á!or!e∃zor i/i/i/ s➹➘➹ '%%% o:  komponenseit, ill. az  deformá;)2s 

deviá!or!e∃zor i/i/i/ e➹➘➹ '$$$ o:  komponenseit jel&#!+k az eg%szerû.. !árg%a#ás ∀r:e-

k∀.e∃3 s a (70) a tenzorok mindegyik komponens∀re vonatkozik: 

]][[]][[

ftti/

ftti/

f
i/i/

i/

i/

e

s

e

s ➴➴➴ ➷/ /
!

!

$$

, illetve ]][[]][[
f

i/

f
i/

f
i/

f
i/

e

s

e

s

!

!➷/ /
. 

Ahhoz, hogy t&..e! )s meg!,:1ass,∃k az ,grásokr2#3 a k&∋e!kezõk.e∃ a s(e;)á#)s 

eseteket (peremfelt∀!e#eke!− ∋essz+k a#a(,#= 

 

ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓGYORSULÁS [ astancons ➮➮$!! ].  

 

Ekkor 0$$ !! ➱➷ at , 00
2

2
1 $$$ ➱➱➷ tat ! , ahol ! " 0:0 $$ !! & , ! " 0:0 $$ & , tehá! 

0]][[ &f$!! ,     0]][[ &f$! ,     0]][[ &f$ . 

Ennek megfelelõe∃ a Ε69) &ssze∗+gg∀s jobb oldala nullá∋a# eg%e∃#õ3 m/g a Ε68) a 

(71)          ! " f&lf $##
"

% !! 22
1

]][[ ''&  

formára eg%szerûs&:)k3 )##e!∋e a ! ""## &l&l :: 2222 ''&  &ssze∗+gg∀s! ∗elhaszná#∋a5 

(71�−          ! " f&lf :: $% !! 22]][[ ''& . 

A (60) &ssze∗+gg∀s e∃∃ek meg∗e#e#õe∃5  

(72)                ! "&l
f

##
"$

%
22

1
]][[ ''&//

. 

 

ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓSEΦESSÉG [ astancons &&$! ].  

Ekkor 0&$!!  ∀s #eg%e∃ at&$ , vagyis ! " 00 &$ , 0]][[ &f$!! , 0]][[ &f$! , 0]][[ &f$ , 

s ugyancsak az elõzõ ere:m∀∃%re 4,!,∃k5 

! " f&lf :: $% !! 22]][[ ''& , illetve ! "&l
f

:: 22]][[ ''&//
$

%
. 

 A szituá;)2! a 2=2 (+ra mutatja.  
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                              (a)                                                                     (b) 
 

2=2 (+ra2 ) %eform(ciók és a fesz−ltségek és %eri4(lt/aik i%õ+eli alak∃l(sa (a)∀ illet4e az 
anyagtör4ény a r∃galmas és ké&lékeny tartom(ny+an (+) (llan%ó %eform(cióse+esség esetén 

 

A fesz+#!s∀g ):õ.e#) ∋á#!ozása5 

! "

! "
)
)
)

*

)
)
)

+

,

)❐❐❒❒❒❮❰ÏÏÏÐÑ ÒÒÒÓÔÕÕÕÖ! ØÒÒÓÔÕÕÖ! ØÙØÙ ❐❐❒❒❮❰ÏÏÐÑ ÒÒÓÔÕÕÖ! ØÒÓÔÕÖ! ØÙÚ ÛÛÛÛ Û
∀tt∀

:
tta:

∀tt∀
:

t:a

t

f

tt

&l

&l
f&l

tt

f

f

t

ff

hae12e

0hae12

""

"

"
#

%

"
#

%  

illetve a at /$Ü  ∀s at ff /$Ý  behelyettes/!∀sse#5 

! "

! "
)
)
)

*

)
)
)

+

,

)❐❐❒❒❒❮❰ÏÏÏÐÑ ÒÒÒÓÔÕÕÕÖ! ØÒÒÓÔÕÕÖ! ØÙØÙ ❐❐❒❒❮❰ÏÏÐÑ ÒÒÓÔÕÕÖ! ØÒÓÔÕÖ! ØÙÚ ÛÛÛÛ Û
2∀

:
a:

∀∀
:

a:

f
a

&l

&l
f&l

a
f

f
a

ff

$$"
#

$$%

$$"
#

$

$%
$$

"

$$

"

$

"

hae12e

0hae12

11

1

 

t 

t 

t 

t 

$!  

$  

%  

%!  

%  

$  

R∃galmas 
tartom(ny 

Ké&lékeny 
tartom(ny 

f$  

f%  

t f 

]][[ f%!  

arctg 2:&l 

arctg 2: 

arctg
"

#2
 

arctg 2: 
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A megoldások.2# #á!sz)k3 hogy rugalmas alakvá#!ozás eset∀∃ a ! "$%% &  g&r.e a 

! " $"#% :a:) 222: %'&  egyenletû asz)m(totá1oz3 m/g k∀(#∀ke∃% a#ak∋á#!ozás eset∀∃ 

a ! " $"#% &l&l&l)k :a: 222: %'&  egyenletû asz)m(!o!á1oz !ar! Ε#:= 222 (+ra). 

 

 

222 (+ra2 )z anyagtör4ény a r∃galmas és ké&lékeny tartom(ny+an k−lön+özõ 
%eform(cióse+ességek esetén 

 

ÁLLANDÓ 8ESΒΘLTSÉGGYORSULÁS [ astancons &&%!! ].  
 

Ekkor 0%% !! %& at  ∀s 00
2

2
1 %%% %%& tat ! , ahol ! " 0:0 %% !! &  ! " 0:0 %% & , tehá! 

0]][[ &f%!! ,     0]][[ &f%! ,     0]][[ &f% , 

s ekkor a (71) egyenletbõ#  

(71�)        ! "%' ''& f&lff $#$#
!

$ !!!! 22
1

]][[ . 

&ssze∗+gg∀s a:2:)k= 

 

ÁLLANDÓ 8ESΒΘLTSÉGVÁLTOZÁSI SEΦESSÉG [ ascons && tan%! ].  

Ekkor 0&%!!  ∀s 0%% %& at , ahol ! " 0:0 %% !! &  ! " 0:0 %% & , tehá! 

0]][[ &f%!! ,     0]][[ &f%! ,     0]][[ &f% , 

% 

$ 

)(
$!  )àà

$!0  

0
(

$!  

! "a:"# 22 '  

! "a: &l&l "# 22 '  

aconst &&$!  

arctg 2:&l arctg 2: arctg
"

#2
 

arctg
"

# &l2
 

%) 

%)k 
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2Β2 (+ra2 )z anyagtör4ény∀ 4alamint a %eform(ciók 
a fesz−ltségek és %eri4(lt/aik i%õ+eli alak∃l(sa 

(llan%ó fesz−ltség4(ltoz(si se+esség esetén 

    
      

 

 

 

  

s ekkor ugyancsak 

(71)        ! "%' ''& f&lff $#$#
!

$ !!!! 22
1

]][[ . 

&ssze∗+gg∀s a:2:)k (2Β2 (+ra). 

"   "   " 

 A tová..) megszoko!! s(e;)á#)s ese!ek5 a re#a<á;)23 a k9szás ∀s a (er)o:)k,s )g∀∃y-

bev∀!e#=  

 Az á##a∃:2 am(#)!9:249 (er)o:)k,s !er1e#∀s ese!∀∋e# ∃em ke## ∗og#a#koz∃,∃k3 mer! 

ha az elsõ (er)2:,s.a∃ á!#∀(!+k a ∗o#%ás1a!ár!3 akkor a ∗o#%ás1a!ár !o∋á.. ker+#! Εe#!o#2-

dott az eddigi legmagasabb ?; ∀r!∀k1ez−3 s a k&∋e!kezõ (er)2:,sok.a∃ már ;sak r,gal-

mas alakvá#!ozások za4#a∃ak=5 

                                                 
5
 Term∀sze!ese∃ #e1e!∃e ∃&∋ek∋õ am(#)!9:249 ger4esz!∀s! a:∃) az a∃%agra3 :e ez a ∗e#a:a! .o∃%o#,#!sága 

miatt sem szolgá#!a! 94a.. 1asz∃os )∃∗ormá;)2ka!= 

%  

$  

R∃galmas 
tartom(ny 

Ké&lékeny 
tartom(ny 

f$  

f%  

]][[ f$!!  

arctg 2:&l 

arctg
"

#2
 

arctg 2: 

t 

t 

t 

t 

%!  

% 

$  

$!  

t f 

arctg 2: 

$!!  

]][[ f$!  
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 Marad m∀g a r&gz/!e!! :e∗ormá;)2 me##e!!) re#a<á;)23 ∀s a r&gz/!e!! ∗esz+#!s∀g mellet-

ti k9szás 4e#e∃s∀ge=  

 ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓ (RE-

LAXÁCIÓ). A relaxá;)2 a k∀(l∀-

kenys∀g) 1a!ár k&r+#) ∋iselked∀sre 

nem szolgá#!a! informáci2!= Ρ-

gyanis ha a r&gz/!e!! :e∗ormá;)2 a 

rugalmas tartomá∃%.a∃ ∋a∃ [ld. 

242 (+ra (1) eset], akkor az ott is 

marad, csupá∃ a ∗esz+lts∀g ;s&k-

ken (ernyed). A relaxá;)2 a ru-

galmas egyens9#%) ∀r!∀k1ez !ar! 

( ! "1)% ). 

 Ha a felterhel∀sse# már á!#∀(-

t+k a k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár!3 akkor 

a r&gz/!e!! :e∗ormá;)2 már a k∀(-

l∀keny tartomá∃%ban esik [ld. 242 

(+ra (2) eset], s a relaxá;)2 akkor 

is rugalmas tehermentes/!∀s! /r #e3 

viszont már megjelennek a mara-

d2 :e∗ormá;)2k )s [ld. mara%ó$ ]. 

A relaxá;)2 ekkor már ∃em a ru-

galmas egyens9#%) ∀r!∀khez tart 

(
! "2

elast∀)% ), hanem a ! "2)%  k∀(#∀-

keny ∀r!∀k1ez=    

 ÁLLANDÓ 8ESΒΘLTSÉG (KΣSZÁS). Ha valamilyen pá#%a me∃!∀∃ e#4,!,∃k a 000 ,, $%t  

∀r!∀k)g3 s o!! a ∗esz+#!s∀ge! s!a.)lizá#4,k5 0%% ãã stancons  [ 0$$ ä , illetve 0tt ä ], 

akkor a deformá;)2k !o∋á.. ∃&∋eke:∃ek Εk9sz∃ak−3 s 1a k&z.e∃ á!#∀()k az f$$ å k∀p-

l∀ke∃%s∀g) 1a!ár! a tf idõ(o∃!.a∃3 akkor az a∃%ag a!!2# kez:∋e k∀(#∀ke∃% á##a(o!.a ke-

r+#= A ∗e#!∀!e#ek5 

∀0%% ã  0]][[ æf%!! , 0]][[ æf%! , 0]][[ æf% , 

s ekkor szint∀∃ 

(71)      ! "%' ''& f&lff $#$#
!

$ !!!! 22
1

]][[  

&ssze∗+gg∀s a:2:)k= A (70) egyenletbe behelyettes/!∋e5 

R∃galmas 
tartom(ny 

Ké&lékeny 
tartom(ny 

f%  

%  

0 f$  )2(
0$

)2(
0t  

$ 

t 

" 

%  

0 ft  

! "2
0%  

" 

! "2
0%  

! "2
0%  

! "1)%  

! "1
0%  

! "1
0%  ! "2)%  

)1(
0t  

f%  

! "2)%  

mara%ó$  

Ké&lékenységi 
hat(rfeltétel 

)1(
0$

! "2
elast∀)%  

242 (+ra 

! "1)%  

! "2)%  
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0
0 ççç//
$$

%

$

%

!!

!
, 

azt a triviá#)s ere:m∀∃%! ka(4,k3 1og% am)kor k9szás k&z.e∃ á!#∀(4+k a k∀(#∀ke∃%s∀g) 

határ!, a ! "$% f+gg∋∀∃%.e∃ se1o# ∃)∃;s ,grás Ε1)sze∃ az eg%  0%% &   á##a∃:2 egyenes). 

   

A deformá;)2 

! "

! "
! "

)
)
*

))
+

, )êëìí ëëìíî ïï)) ï))
,ha,e

,0ha,e0

tt

tt

f

tt
:

&last
f

&last

f

t
:

elastelast

f
&l

&l

#

#

$$$

$$$
$  

ahol 

! "
∀ #

! " ! " .22,e

,22
2

1
:,

2

1
:

0

00

"##$$$$

$%$%$

#
&l&l

t
:

elastelast
f

f&l
&l

&lastelast

::

::
::

f

''&'%&

''&&

')) ))
 

 Az elemz∀s1ez )∃:,#4,∃k k) a..2#3 1og% a t0 idõ(o∃!)g valamilyen m2:o∃ e#4,-

tottunk a ! " ! " 0000 $$%% && t∀t  &ssze!ar!oz2 ∀r!∀kek1ez= ΕΑ)∋e# az 9!∋o∃a# )∃:)∗∗ere∃s3 

a 2Ε2 (+r(n az egyenletes sebess∀gû ∗e#!er1e#∀s! á.rázo#!,k=− A !er1e#∀s! 

0%% && stancons  ∀r!∀ke∃ r&gz/!∋e3 a :e∗ormá;)2 !o∋á.. ∗o#%!a!2:)k3 az a∃%ag k9sz∃) 

kezd az 0$ ∀r!∀krõ# az  )$  ∀r!∀kre3 a1o# ! " ))( ÷ $$ t
t
lim . Ekkor a 2Ε2 (+r(n lá!1a!2 1árom 

eset lehets∀ges5 

(a) a  ! " ! " 0000 $$%% && t∀t  ∀r!∀kek a 

rugalmas tartomá∃%.a∃ ∋a∃nak, ∀s 

a )ùù tt0  idõintervallumban a )$% ∀0  ∀r!∀kek∃∀# sem #∀(!+k á! a 

k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár!ϑ  

(b) a  00 $% ∀  ∀r!∀kek a r,ga#mas !arto-

má∃%.a∃ ∋a∃∃ak3 :e a )$% ∀0  már 

a k∀(#∀ke∃% !ar!omá∃%.a esnek, s 

a 0ttt f ûü  idõ(o∃!.a∃ e#∀rke-

z+∃k a f∀$% 0  ∀r!∀kekke# 4elzett 

k∀(#∀ke∃%s∀g) 1a!ár1oz3 a1o# meg-

jelennek a marad2 :e∗ormá;i2k )s3 

s a k9szás )þÿ
tt f  tová.. ∗o#%-

tat2:)kϑ 

% 

$ 

a )(
%!  

a )✂✄✂ const%!0  

0
(

%!

 

+
0$  0 

)
f%  

a
0%  

2Ε2 (+ra2 ) k>sz(s k−lön+özõ esetei 

c
0%  

+
0%  

Ké&lékenységi hat(r 

csak const☎%!  
felterhelés esetén 

 

+
f$  

+)$  
c
0$  

c)$  

a
0$  

a)$  

(b) 
(c) 

(a) 
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(c) a  00 $% ∀  ∀r!∀kek már a k∀(#∀ke∃% !ar!omá∃%.an vannak [ ff ∀ $$%% ✞✞ 00 ], /g% a 

deformá;)2k 0$ ! )$ tová..) k9szása !e#4es eg∀sz∀.e∃ a k∀(#∀ke∃% !ar!omá∃%.a∃ za4#)k=  

 

2Γ2 (+ra2 (a) 3gyenletes se+ességû felterhelés∀ ma/% 0% értéken 4aló tart(s (k>sz(s), (b) az ehhez 

a szit∃(cióhoz tartozó ké&lékenységi hat(r 

 P∀#:ak∀((e∃ a 2Γ2 (+ra azt mutatja be, hogy a 2Ε2 (+r(n bejel&#! � const✠%!  eset-

hez tartoz2 � folyás1a!ár ekkor term∀sze!ese∃ már ∃em ∀r∋∀∃%es= 

 A 2Ε2 (+r(n lá!1a!2 (a) esetet � a rugalmas k9szás! � a 2.3. pontban r∀sz#e!ese∃ 

tárgyaltuk (ld. =Ε2 (+ra). 
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0  
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&l
f :

t
#☛

 

+
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:
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:
a

2

0%$ ☞)  

(b) � r∃galmas-ké&lékeny 
$ 

a
0$  

a)$  

:
a

2

0%$ ☞)  

t 

&l

c

:2

0%$ ✎)  

t 

(a) - tiszta r∃galmas 

0 

0 

(c) � tiszta ké&lékeny 

c
0$  

c)$  

0  
 

0  
 

:

#

&l

&l

:

#

% 

$ 

0 

0%  

3
f$  

  

 

1
f$  

2
f$  

4
f$  

Ké&lékenységi hat(r 
a%ott %eform(ciós >t 

esetén 

 

(b) 

% 

$ 

a )(
%!  

a )✔✠✔ const%!0

0
(

%!

1
0$  0 

0%

 

33
0 f$$ ✕  

)$  2
0$  

4
0$  

    

1
f$  

2
f$  

4
f$  

(a) 

2Η2 (+ra 
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3. AZ ANYAGTÖRVÉNY EGYSÉGES KEZELÉSE 

 

Az eddigiek sorá∃ m)∃:)g az a∃%ag!&r∋∀∃% !orz,#ás) eg%e∃#e!∀∋e# ∀s a∃∃ak !,#a4:on-

sága)∋a# ∗og#a#koz!,∃k3 mo∃:∋á∃3 1og% a#ak4a a !∀r∗oga!∋á#!ozás) eg%e∃#e!!e# !e#4ese∃ 

azonos, csupá∃ az á##a∃:2k másak benne: 

        r∃galmas    ké&lékeny 
              alak4(ltoz(sok tartom(ny(n 
torz∃l(si egyenlet anyag(llan%ói:  !"# ∀∀∀: ,  !"# ∀∀∀: &l&l ,  

térfogat4(ltoz(si egyenlet anyag(llan%ói: oo !" ∀∀K∀K 4 ,       =  oo !" ∀∀K∀K 4 . 

 A levezetett &ssze∗+gg∀sek a !orz,#ás) á##a(o!ra ∋o∃a!koztak, mondvá∃3 1og% 

ugyanezek ∀r∋∀∃%esek ∀r!e#emszerûe∃ a !∀r∗oga!) á##a(o!ra= Az a∃%ag ∋)se#ke:∀s∀! azo∃-

ban a torzulás) ∀s !∀r∗oga!∋á#!ozás) eg%e∃#e! eg%+!! 1a!ározza meg= Nag%o∃ #∀∃%eges a 

k∀! k+#&∃.&zõ a∃%agá##a∃:2k eg%más1oz ∋)szo∃%/!o!! ∃ag%sága= 

AZ IDÕTÉNYEΒÕ7. Lá!!,k3 1og% az a∃%ag ):õ∗+gg∀s∀! k)∗e4ezõ me∃∃%)s∀gek Εaz 9∃= 

idõ!∀∃%ezõk−3 maguk is anyagá##a∃:2k3 mer! az anyagá##a∃:2kka# ∗e4ez1e!õk k). 

 

)z i%õtényezõk 

 a r∃galmas a ké&lékeny  

 alak4(ltoz(sok tartom(ny(n  

.orz∃l(si 0%e4iatorik∃s1 %eform(ciók 

- késési i%e/e :t elast
%ef /: #✖  &l&l

&last
%ef :t /: #✗ , &last

%ef
elast
%ef tt ✘ , 

- relaϑ(ciós i%e/e &last
rel

elast
rel tt :: ✙✙ " ,  

- i%õeltoló%(sa 
( rel%ef ttt ✚✛−

)
6 

"# ✢✖−
:t elast /:  "# ✤✗−

&l&l
&last :t /: , &lastelast tt

−✘−
 

- tehetetlenségi i%e/e "! :t elast
teh 2/:✙ , "! &l

&last
teh :t 2/:✖ , 

&last
teh

elast
teh tt ✙ , 

.érfogat4(ltoz(si 0göm+i1 %eform(ciók 

- késési i%e/e &last
%ef4

elast
%ef tKKt ,o,o :/: ✗✗  r&∋):e∃5 o

%eft  

- relaϑ(ciós i%e/e &last
rel

elast
rel tt ,oo,o :: ✖✖ " , r&∋):e∃5 o

relt  

- i%õeltoló%(sa &last
4

elast tKΧKt ooo ::
−✖✢✖−

" , r&∋):e∃5 ot
−

 

- tehetetlenségi i%e/e &last
teh

elast
teh tKt o,oo,o :3/: ✖✖ "! . r&∋):e∃5 o

ot  

                                                 
6
 Ha a 

−
t ∀r!∀ke z∀r,s3 akkor a :e∗ormá;)2 (o∃! a∃∃%)! k∀s)k3 m)∃! ame∃∃%)! a ∗esz+#!s∀g er∃%e:3 s a k&zeg 

idõ∗+gge!#e∃∃ek #á!sz)k a k+#sõ meg∗)g%e#õ szem∀.e∃ Εekkor a !e1e!e!#e∃s∀g) s!a∃:ar: !es! HOOKE-testk∀∃! 
viselkedik � legalá..)s .)zo∃%os g%akor) kezdeti felt∀!e#ek ∀s ∗o#%ama!ok ese!∀∃−= 
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Azt azonban nem tudjuk, hogy a torzulás)  
elast
%ef

&last
%ef tt ✧ ,   

&last
rel

elast
rel tt ★ ,   elast&last tt −✪− ,    elast

teh
&last

teh tt ✫ , 

idõ!∀∃%ezõk3 milyen relá;)2.a∃ ∋a∃∃ak a !∀r∗oga!∋á#!ozás ):õ!∀∃%ezõ)∋e#5 

o
%ef

&last
%ef

elast
%ef ttt

✬✭✮✯
,    o

rel
&last
rel

elast
rel ttt

✬✭✮✮ ,    ottt &lastelast −✮−✯− ✬✭ ,    o
teh

&last
teh

elast
teh ttt

✬✭✮✯
 

 Ez az anyagá##a∃:2k ko∃kr∀! ∀r!∀k∀!õ# ∗+gg= Az! !,:4,k3 1og% a !ermo:)∃am)ka) 
felt∀!e#5 

,0
✱✲ "#

:
   ,0

✳✴ "#

&l

&l

:
   ,0o ✵✶ "

K

K 4  

azonban a tehetetlens∀g) á##a∃:2kra !-ra ∀s !o-ra vonatkoz2a∃ ∃)∃;s semmif∀#e 
korlátunk, csupá∃ a∃∃%)! !,:,∃k3 1og% 1a ∀r!∀ke a  

222 "#"! :krit ✷★ ,  2
ooo 23 ""! :K4

krit ✷★  

kritikus ∀r!∀k∃∀# k)se..3 akkor �t9#csillap/!o!!�3 1a ∃ag%o..3 akkor �alulcsillap/!o!!� 

viselked∀s! m,!a! az a∃%ag= Az! ∋)szo∃! ∃em3 1og% m)#%en anyagá##a∃:2-ará∃%ok∃á# 

�s)e!� ∋ag% �k∀s)k� a !orz,#ás) :e∗ormá;)2 a !∀r∗oga!)1oz k∀(es!3 a !orz,#ás) re#a<á;)2 a 

t∀r∗ogatihoz k∀(es!3 s!.= Term∀sze!ese∃ !,:,∃k á#!a#á∃osságoka! mo∃:a∃)3 1og% (∀#:á,# 

ha :/#  nagyobb, mint KK4 / , akkor a torzulás) :e∗ormá;)2k #assa..a∃ 4á!sz2:∃ak #e 

mint a t∀r∗oga!)ak3 :e 1a (∀#:á,# a o"  a nagyobb a "-hoz k∀(es!3 akkor e##e∃kezõ#eg, a 

t∀r∗oga!) re#a<á;)2k a g%orsa..ak3 ∀s /g% !o∋á..= Α)∃:e∃ ∋ar)á;)2 #e1e!s∀gesΧ Az∀rt, 

hogy a k∀r:∀sre ∋á#asz! ka(4,∃k, a k&∋e!kezõk.e∃ eg% eg%szerû eg%!e∃ge#%û k/s∀r#e!e! 

∀r!∀ke#+∃k= 

 

3.1. A HOSSZ- ÉS 7ERESΒTIRÁNYΣ NYΣLÁSO7 ARÁNYA EGYTENGELYÛ 

FESZΘLTSÉGÁLLAPOTNÁL 

 

A konvencioná#)s ko∃!)∃,,mme;1a∃)ká.a∃ az eg%!e∃ge#%û á##a(o!.a∃ m∀r! $$ ✸Μ  

tengelyirá∃%9 ∀s a rá merõ#egese∃ m∀r! k$$ ✮1  keresztirá∃%9 ∗a4#agos ∃%9#ások 

arányá! ∃e∋ez)k m POISSON-szám∃ak3 )##e!∋e .  POISSON-t∀∃%ezõ∃ek5 

(73)       
k

m
$

$✺✻ ,     
m

k 1✼✶✼
$

$
. , 

∀s  ezeket á##a∃:2k∃ak !ek)∃!)k3 s anyagá##a∃:2k∃ak nevezik. 

Ezek a kifejez∀sek azo∃.a∃ m∀g k&ze#/!õ#eg sem á##a∃:2k= A k&∋e!kezõk.e∃ meg-

vizsgá#4,k ez! a k∀r:∀s!= 

EGYTENGELYÛ 8ESΒΘLTSÉGÁLLAPOTNÁL a fesz+#!s∀g- ∀s a :e∗ormá;)2!e∃zorok 
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000

000

00%✽ , 

k

k

$

$

$

00

00

00✽ , 

ahol  %   az adott irá∃%9 Ε(#=  ϑ  irá∃%9− ∗esz+#!s∀g3 $  a hosszirá∃%93 k$  pedig a 

keresztirá∃%9 ∗a4#agos meg∃%9#ás=7 Ebben az esetben 

%%
3

1
o ✾ , )2(

3

1
o k$$$ ✿✾ , %%%

3

2
o ✾❀ , )(

3

2
o k$$$$ ❀✾❀ , )(

3

1
o $$$$ ❀✾❀

kk . 

 

3.2. VIZSGÁLAT A RΡGALΑAS ALAKVÁLTOΒÁSO7 TARTOMÁNYÁΦAN 

 

A bevezetett jel&#∀seke! ∗e#1asz∃á#∋a3 a tehetetlenségi stan%ar% test tenzoregyenletei 

az alá..) k∀! ska#ár eg%enlettel: 

(74)   ! " ! " ! "kkk: $$!$$#$$%"% !!!!!!! '%'%'&% 22 ,    

(75)       ! " ! " ! "kk4k KK $$!$$$$%"% !!!!!!! 22323 oo %%%%%&%  

egyen∀r!∀kûek Ε4e##emez1e!õk−3 az eg%szerûs∀g ke:∋∀∀r! e#õsz&r ;sak a r,ga#mas a#ak-

vá#!ozások !ar!omá∃%ára ∋o∃a!koz!a!∋a= 

 Ezeket az egyenleteket kell megoldani k+#&∃.&zõ ∗e#!∀!e#ek me##e!!3 1og% az 

! "t$$ &  ∀s ! "tkk $$ & f+gg∋∀∃%eke! meg1a!ározz,k3 ∀s seg/!s∀g+kke# e#õá##/!s,k a (73) 

alatti kifejez∀seke!= Az eg%e∃#e!ek mego#:ása)! az e#õzõ (o∃!ok.a∃ már e#õá##/!o!!,k3 s a 

,−ggelék+en a k∀(#e!eke! &sszefoglaltuk, /g% a k&∋e!kezõk.e∃ ;s,(á∃ a ∋∀gere:m∀∃% 

fel/rására ∀s a :)szk,ssz)2ra szor/!koz,∃k= 

 Az egyszerûs∀g ke:∋∀∀r! a !er1e#∀s∋ez∀re#! ese!eke! ∋essz+k ;sak3 mer! azok 

megoldása) r&g!&∃ az $ ∀r!∀keke! szo#gá#!a!4ák= Ezek k&z+# 1árma!: 

 - az egyenletes terhel∀s) se.ess∀g ese!∀!  [ stanconsa &&%! ], 

  - az á##a∃:2s,#! !er1e#∀s ese!∀!    [ stancons&& 0%% ], 

 - az egyszerû (er)o:)k,s !er1e#∀s ese!∀!  [ t(%% sin0& ] 

megvizsgá#!,∃k3 s m)∃:eg%)k ese!.e∃ ,g%a∃azo∃ k&∋e!kez!e!∀seke! ∋onhattuk le. Ez∀r! 

csak az elsõ ese!e! k&z&#4+k. 

 A meg∀r!∀s! ∃ag%m∀r!∀k.e∃ e#õseg/!)3 1a az eg%szerû.. ese!!õ# 1a#a:,∃k a .o∃%o#,#! 

fel∀3 ez∀r! e#õsz&r a s!a∃:ar: mo:e##! ∋)zsgá#4,k3 s ;sak ,!á∃a a !e1e!e!#e∃s∀g) s!a∃:ar: 

testet. Ugyanis lá!!,k, hogy a tehetetlens∀g) á##a∃:23 mint egy kakukktojás3 9g% ∋)se#ke-

dik a t&..) a∃%agá##a∃:21oz k∀(es!3 ,g%a∃)s rá ∃em a:2:o!! !ermo:)∃am)ka) kor#á!ozás= 

                                                 
7
 Ne felejts+k e#3 1og% ezek a 4e#&#∀sek ∃em eg%ez∃ek meg az e::)g a#ka#mazo!! 4e#&#∀sekke#3 mer! o!! a % 

∀s az $ a deviá!or!e∃zorok kom(o∃e∃se)∃ek ∗e#e#!ek meg Εaz i/ indexek elhagyásá∋a#−= 
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 A POYNTING-THOMSON-FÉLE STAN6AR6 TEST. Ebben az esetben a (2) ∀s Ε>− a∃%ag-

egyenletek:  

(76)    ! " ! "kk: $$#$$%"% !!! '%'&% 22 ,    

(77)                ! " ! "k4k KK $$$$%"% !!! 2323o %%%&% . 

AZ EGYENLETES TERHELÉSI SEBESSÉG ESETE. Ekkor a consta &&%!  egyenletes fe-

sz+#!s∀g∋á#!ozás) se.ess∀g eset∀∃ [SZARKA (2006)]: 

(78)     ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❇❇❇❈❉❊❊❊❋● ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❍❁❂❃❄❅! ❍❍■❇❇❇❈❉❊❊❊❋● ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❍❁❂❃❄❅! ❍❍❏ ❑❑ t
K

K

4
t

:

4e
K

K
t

K

a
e

:
t

:

a
1

3
1

3

1
o""

#
$ # ,               

(79)     ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❇❇❇❈❉❊❊❊❋● ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❍❁❂❃❄❅! ❍❍■❇❇❇❈❉❊❊❊❋● ❁❁❁❂❃❄❄❄❅! ❍❁❂❃❄❅! ❍❍❍❏ ❑❑ t
K

K

4
t

:

k
4e

K

K
t

K

a
e

:
t

:

a
1

3
1

23

1
o""

#
$ # , 

 

s a kettõ 1á∃%a:osa a POISSON-szám               

(80)     ! " ▲▲▼◆❖❖P◗ ❘❘❙❚❯❯❱! ❳❘❙❚❯❱! ❳❳❳▲▲▼◆❖❖P◗ ❘❘❙❚❯❯❱! ❳❘❙❚❯❱! ❳❳ ▲▲▼◆❖❖P◗ ❘❘❙❚❯❯❱! ❳❘❙❚❯❱! ❳❳❨▲▲▼◆❖❖P◗ ❘❘❙❚❯❯❱! ❳❘❙❚❯❱! ❳❳❩❩ ❬❬ ❬❬
t

K

K

4
t

:

t
K

K

4
t

:

4

4

e
K

K
t

K
e

:
t

:

e
K

K
t

K
e

:
t

:
tmm

1
3

1
1

2

1

1
3

1
1

1

o

o

""
#

""
#

#

#

, 

amelynek kezdeti ∀s ∋∀gsõ ∀r!∀ke5 

! "
o

o

0
0

23

26
lim:

#""

#""

'

%
&& (

4

4

t K

K
tmm  

! "
:K

:K
tmm

t 23

26
lim:

'
%

&& )()
 

A 2!2 (+ra az m POISSON-szám Ε)##= re;)(roka, a . POISSON-t∀∃%ezõ) felt∀!e#ezett )m = 3,5 (ill. ). = 0,2857) aszimptotikus ∀r!∀k∃∀# m,!a!4a az ! "tmm &  (ill. ! "t.. & ) 

egyenletû g&r.∀k lehets∀ges lefutásá! k∀! eg%szerû ese!.e∃=  

A (80) k∀(#e!.õ# #á!1at23 1og% eg%e∃#etes felterhel∀s3 valamint ! " ∀00 &$  ! " 00 &k$  

kezdõ∗e#!∀!e#ek ese!∀∃ a terhel∀si sebess∀g∃ek semm)∗∀#e 1a!ása ∃)∃;s az ! "tm  ∀r!∀k∀re 

n∀z∋e, az csupá∃ az a∃%agá##a∃:2k ∀s a t f+gg∋∀∃%e= 

 Hogy egy adott anyag adott terhel∀se ese!∀∃ az  )❜❝❞ mm0  variá;)2k me#%)ke á## ∗e∃∃3 

az eld&∃!1e!õ a :e∗ormá;)2k k∀s∀s) ):e4∀∃ek ∀s a re#a<á;)2s ):õ∃ek az )smere!∀.e∃ )s=  
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Fenná##∃ak ,g%a∃)s az  )❢❣❤ mm0     !    ,
23

26

23

26

o

o

:K

:K

K

K

4

4 ✐ ❥❦✐ ❥ ❧♠#""

#""
   

!   
o""

#

K

K

:
4❧♠❦
!

o

o

'

'

rel

%ef

rel

%ef

t

t

t

t ♥ ♦♣
 

relá;)2k=  

Mivel  

00
oo qrqr
rel%ef

?
rel

?
%ef tt∀tt , ez∀r! 

 

1
o

o

'

' s♣ ♥ ♦
rel

%ef

rel

%ef

t

t

t

t
,          1

o

t❦ ♠❧ ""

#

K

K

:
4 . 

 

 

 

 

 

A LEHETSÉGES ESETE7 a k&∋e!kezõk5 

 

 

ha ∀
t

t

t

t

rel

%ef

?
rel

?
%ef

o

o✉
  

[akkor ! " )✇ mtm ] 

vagyis )✉ mm0 , s akkor a torzulás) :e∗ormá;)2k 

k∀s∀s) ):e4e a !orz,#ás) re#a<á;)2s ):õ1&z ∋)szony/!-

va nagyobb, mint a t∀r∗oga!) ):õk ∋)szo∃%száma. 

(Ekkor a keresztirá∃%9 k)!∀r∀s g%orsa..a∃ 4elent-

kezik, mint a tengelyirá∃%9 r&∋):+#∀s=− 

ha ,
o

o

'

'

rel

%ef

rel

%ef

t

t

t

t ②
  

[akkor ! " )③ mtm ] 

 

vagyis )❤ mm0 , azaz stanconsm ❤ , ekkor a ten-

gelyirá∃%9 r&∋):+#∀s ∀s a keresz!)rá∃%9 ∃%9#ás ará-

nya á##a∃:2= 

Ebben az esetben az á#!a#á∃os s!a∃:ar: modell he-

lyett egy �s(e;)á#)s� s!a∃:ar: mo:e## 4e#e∃!kez)k3 

amelyn∀# az a∃%agá##a∃:2k száma Υ-r2# Κ-re 

cs&kken, s egy á##a∃:2 k)∗e4ez1e!õ a !&..)∋e#5 

∀
:

KK∀
K

K:
4

4

"

"#

#
"" o

o ④④    �  s!.= 

m1(t ) 

m2(t )
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⑤
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t
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%ef

?
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%ef

o

o⑥
  

[akkor ! " )⑧ mtm ] 

vagyis )⑥ mm0 , s akkor a t∀r∗oga!) :e∗ormá;)2k 

k∀s∋e k&∋e!)k a !orz,#ás)!= ΕEkkor (#= eg%!e∃ge#%û 

nyomás∃á# a keresz!)rá∃%9 k)!∀r∀s k∀s∋e 4e#e∃!kez)k 

a tengelyirá∃%9 r&∋):+#∀s1ez k∀(es!=− 

 

Az anyagegyenletek �∋∀g!e#e∃ #ass9� :e∗ormá;)2 ese!∀∃ k&z!,:o!!a∃ a HOOKE-t&r-
v∀∃%! a:4ák3 ∋ag%)s a �s!a!)ka)� á##a(o!o!5 

∀K∀: oo 32 $%$% ⑩⑩  s ekkor az m á##a∃:25    
:K

:K
m

23

26 ❶ ❷❸ , 

�∋∀g!e#e∃ g%ors� :e∗ormá;)2 ese!∀∃ (e:)g a :)∃am)ka) HOOKE-t&r∋∀∃%! a:4ák3 ∋ag%)s a 
�:)∃am)kai� á##a(o!o!5 

∀
K

∀ 4
o

o
o

32
$

"
%$

"

#
% ❹❹  s ekkor az m szint∀∃ á##a∃:25   m Ν

o

o

23

26

#""

#"" ❺ ❻
4

4

K

K
. 

A statikai ∀s :)∃am)ka) POISSON-szám k&z&!! ΓΠΠ�>ΠΠ ς )s #e1e! az e#!∀r∀s= 

 Az anyagá##a∃:2k ko∃kr∀! ∀r!∀k∀!õ#3 :e ∗õk∀(( ezek ará∃%á!2# f+ggõe∃ az ! "tmm &  

g&r.e #e∗,!ása k+#&∃∗∀#e #e1e! � m∀g(e:)g sokka# .o∃%o#,#!a.. )s3 m)∃! a 2!2 (+r(n fel-

t+∃!e!e!! k∀! eg%szerû #e1e!õs∀g. A 2Ι2 (+r(n n∀1á∃% tová..) lehets∀ges ese!e! m,!a!,∃k 

be, k+#&∃.&zõ ∗e#!∀!e#ek∃∀#= 

          
2Ι2 (+ra 

  

A lehetõs∀gek tová..) analizá#ásá.a már ∃em .o;sá!koz,∃k3 :e megjegyezz+k3 1og% e.-

ben p∀#:á,# az )(tm  f+gg∋∀∃% 0&t -kori derivá#!4a3 

! " ! "
∀ #

! " ! " ❾❾❿➀➁➁➂➃ ➄➄➅➆➇➇➈! ➊➊➄➄➅➆➇➇➈! ➊➊➋➊ ➊➌➊➋
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ny94!1a! ∃ag% seg/!s∀ge!= Lá!1a!2a∃ a k+#&∃.&zõ ):õá##a∃:2k eg%más1oz ∋a#2 ∋)szonyai 

alak/!4ák k) )0(m!  elõ4e#∀! )s3 ∀s &sszess∀g∀.e∃ az egyes kvalitat/∋e k+#&∃.&zõ ∗+ggv∀∃%-

meneteket. 
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 Az eddigi vizsgá#a!a)∃k a ! Ν 0 esetre vonatkoztak. A tehetetlens∀g) s!a∃:ar: !es! es!∀∃ 

ezekn∀# &ssze!e!!e.. 1e#%ze! )s k)a#ak,#1a!= 

 A TEHETETLENSÉGI POYNTING-THOMSON-TEST. Ehhez bevezetve az ϑk ➐➑ $$  ∀s 

yk ➐➒
$$ 2  jel&#∀seke!3 !o∋á..á ∗e#!∀!e#ez∋e3 1og% a ∗e#!erhel∀s a at➐%  (ahol a > 0 

álland2− &ssze∗+gg∀s szer)∃! !&r!∀∃)k3 az a∃%ag!&r∋∀∃%re a  

(81)      "#! aat:ϑϑϑ ➓➔➓➓ 22 !!! ,    

(82)                 oo 33 "! aatKyyKy 4
➒➐➒➒

!!! . 

egyenleteket kapjuk. A (81) egyenlet ! " ! " 00,00 ϑϑϑ !! &&  felt∀!elek melletti megoldása 

(83)     #)t∗∗ϑ trtr %%%& 21 ee 21 , 

ahol 

,,,
2

,
2 12

01
2

12

02
1 rr

ϑ)#r
∗

rr

ϑ)#r
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::

a
#

:

a
)

'

%'
&

'

'%'
&

→➣↔↕➙! ➜➜➝➝ !!
"

#
 

r1, r2 pedig a 0222 ➞➟➟ :rr #! karakterisztikus egyenlet k∀! k+#&∃.&zõ ∋a#2s g%&ke= 

 Hasonl2k∀((e∃ a ΕΛ?− eg%e∃#e! ! " ! " 00,00 yyy !! &&  felt∀!e#eket kiel∀g/!õ megoldása 

(84)     '''
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1 ee #t)∗∗ϑ trtr %%%& , 

ahol 

,,,
3

,
3 '

1

'

2

0
''

1
'

2'

1

'

2

0
''

2
'

'

1o
''

rr

y)r#
∗

rr

y)r#
∗

K

K

K

a
#

K

a
) 4

'

%'
&

'

'%'
&

➠➡➢➤➥! ➑➑➐➐ !!
"  

r1
�
, r2

�
 pedig a 0332

o ➧➨➨ KrKr 4! karakterisztikus egyenlet k∀! k+#&∃.&zõ ∋a#2s g%&ke= 

 Megjegyezz+k, hogy ha valamelyik karakterisztikus egyenlet gy&ke) eg%e∃#õk ∋ag% 

komplex számok3 akkor a mego#:ások ∗orma)#ag m2:os,#∃ak= 

 Az ϑk ➐➑ $$  ∀s yk ➐➒
$$ 2 &ssze∗+gg∀sek a#a(4á∃ ! "yϑ %& 2

3
1$  ∀s ! "yϑk %&

3
1$ . 

Ezeket felhaszná#∋a a POISSON-szám  
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 A 0➯!  esetre ∀r∋∀∃%es (80) k∀(#e!ben k∀! Εá#!a#á.a∃ k+#&∃.&zõ− ):õá#land249 e<-

ponenciá#)s #e;seng∀s van jelen mind a szám#á#2.a∃3 m)∃: a ∃e∋ezõ.e∃= :2/0 2#! ➲➲  

eset∀∃ az $-ra ∀s $k-ra ad2:2 mego#:ás k&∋e!kezm∀∃%ek∀∃! a kettõ 1e#%e!! ∃∀g% ):õ-

á#land249 e<(o∃e∃;)á#)s #e;se∃g∀s szuperponá#2:)k m)∃: a szám#á#2.a∃3 m)∃: a ∃e∋e-

zõben. :Χ 22#! ➳  eset∀∃ pedig k∀! e<(o∃e∃;)á#)sa∃ #e;se∃gõ am(#)!9:249 Εá#!a#á.a∃ e#-

t∀rõ frekvenciá49− 1armo∃)k,s osz;)#lá#ás 4e#e∃!kez)k= Αeg4eg%ze∃:õ !o∋á..á3 hogy  

! > 0 eset∀∃ a mego#:ás az 0$!  ∀s 0k$!  kezdeti ∀r!∀kek!õ# )s ∗+gg3 me#% kez:eti ∀r!∀keke! 

p∀#:á,# a ∗o#%ama! e#õ∀#e!∀∃ek )smere!∀.õ# kell meghatároz∃,∃k= 

 

 "   "   "  

 

Egy kem∀∃% (araldit) mûa∃%ag (r2.ako;ká∃ ∋∀gze!! ko∃kr∀! ∃%om2k/s∀r#e! ere:m∀Τ

nyeit t+∃!e!!+k ∗e# a k&∋e!kezõ Β02 ∀s Β=2 (+r(n2 Az anyagvá#asz!ás oka3 1og% ezá#!a# a 

pr2.a!es! !e#4ese∃ 1omog∀∃∃ek ∀s )zo!ro(∃ak !ek)∃!1e!õ3 !e1á! az a∃%ag.2# ∗aka:2 1)-

baforrás k)k+sz&.&#1e!õ ∋o#!= 

A Β02 (+r(n egy � egyenletes deformá;)2se.ess∀gû !er1e#∀s me##e!!) � mind&ssze ΟΠ 

máso:(er;es ):õ!ar!am9 k/s∀r#et adatait lá!4,k=8 

Poisson-szám
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Β02 (+ra 

 A Β=2 (+r(n az egyenletes terhel∀s me##e!!3 ∀s az utá∃a k&∋e!kezõ terhel∀s!ar!ás 

(k9szás− ese!∀∃ .ek&∋e!kezõ ∋á#!ozások )s #á!1a!2k=9 A teljes m∀r∀s) ):õ!ar!am >=ΥΠΠs 

                                                 
8
  A k/s∀r#e! a g&:&##õ) FVM MEZÕGAΒ6ASÁGI GÉP7ΝSÉRLETI INTÉΒETΦEN � 2006. január4á.a∃ � CSATÁR 

ATTILA á#!a# ∋∀gze!! m∀r∀ssoroza! r∀sze= 
9
  A k/s∀r#e! a DEBRECENI EGYETEM AMTC MK KÖRNYEΒET- ÉS VEGYÉSΒΑÉRNÖ7I TANSZÉ7-∀∃  HORVÁTΙ 

RÓΦERT  ∀s MANÓ  SÁN6OR  á#!a# � 2008. j9#),sá.a∃ v∀gzett � m∀r∀ssoroza! r∀sze=  
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volt, s ebbõ# a ∗e#!er1e#∀s ΥΠs= Az á.ra 4o.. o#:a#á∃ ∀s az als2 r∀sz∀∃ az e#sõ ΓΠs3 )##e!∋e 

30s idõ!ar!amra ∋o∃a!koz2 ∀r!∀keke! k)∃ag%/!o!!,k=  
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F ELÉ7 1: 

ÁTTEKINTÉS AΒ ELSÕREND  ÉS ΑÁSO6REN6 , LINEÁRIS, ÁLLAN6Ó 

EGYΘTTΙATÓS 6I88ERENCIÁLEGYENLETEKRÕL  

 

 

1. AZ ELSÕREN6 , LINEÁRIS, ÁLLAN6Ó EGYΘTTHATÓS 

DIFFERENCIÁLEGYENLET  

 

Általá∃os a#ak4a 

 (F.1)            )(01 tfyaya ➵➸
! , 

ahol az  01, aa   egy+!!1a!2k ∋a#2s számok3  f  adott folytonos f+gg∋∀∃%3  y  az ismeret-

len f+gg∋∀∃%  )0( 1 ➺a . Ha  0)( ➻tf ,  akkor az (F.1) egyenlet homogén, ellenkezõ 

esetben inhomogén.  

Az  001 ➵➸ yaya !    homog∀∃  :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása 

 (F.2)     h

t
a

a

y∗ey ➼➼ ➽ 1

0

, 

ahol  ∗  tetszõ#eges á##a∃:2=  

Ha az  (F.1) inhomog∀∃ eg%e∃#e! eg%  &y  partikulár)s mego#:ása )smer!3 akkor az! 

hozzáa:∋a a 1omog∀∃ eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ásá1oz3 az )∃1omog∀∃ eg%e∃#e! á#!a-

lános megoldásá! ka(4,k3 azaz 

 (F.3)       )(1

0

ty∗eyyy &

t
a

a

&h ➾➚➾➚ ➪ . 

Az inhomog∀∃ eg%e∃#e! mego#:ása !e1á! g%akorlatilag egy partikulár)s mego#:ásáΤ

nak megkeres∀s∀re kor#á!oz2:)k= Ez #e1e!s∀ges az (llan%ó 4ari(l(s(nak mó%szeré4el. 

Ennek az a l∀∃%ege3 1og% a 1omog∀∃ eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ásá.a∃ szere(#õ  ∗  

mennyis∀ge!  t  f+gg∋∀∃%∀∃ek !ek)∃!4+k3 ∀s az /g% ke#e!kezõ  
t

a

a

et∗ 1

0

)( ➶  f+gg∋∀∃%!  az 

inhomog∀∃ eg%e∃#e! mego#:ásá∃ak !∀!e#ezz+k ∗e#. Ezt behelyettes/!∋e  Ε8=Γ− �be, a  )(t∗   

f+gg∋∀∃% meg1a!ároz1a!2= Az e#4árás e#∀g 1ossza:a#mas3 :e e#∋)#eg m)∃:)g ;∀#ra ∋eze!= 

Partikulár)s mego#:ás! azonban kereshet+∃k az 9∃= &ró+af−gg4ény-mó%szerrel is. Ez 

akkor lehets∀ges3 1a az )(tf  f+gg∋∀∃% s(e;)á#)s szerkeze!û Ε#= a máso:re∃:û :)∗∗ere∃-

ciá#eg%e∃#e!∃∀#−= A m2:szer ∃ag%o∃ eg%szerû3 ∃em )g∀∃%e# )∃!egrá#ás!= 
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Az elsõre∃:û :)∗∗ere∃;iá#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása ∋∀g!e#e∃ sok mego#:ás! !ar-

talmaz, hiszen p∀#:á,# az  Ε8=>−  mego#:ás.a∃ a  ∗  á##a∃:2 !e!szõ#eges #e1e!= Eg% ko∃k-

r∀! ∗e#a:a!1oz !ar!oz2 eg%e!#e∃ mego#:ás! a ∋∀g!e#e∃ sok mego#:ás.2# 9g% ∋á#asz!1a!,∃k 

ki, hogy egy adott  0tt ➹   ∀r!∀k1ez mega:4,k az  )( 0tyy ➹   helyettes/!∀s) ∀r!∀ke!= Az  

0)0( yy ➹   felt∀!e#! kez:e!) ∗e#!∀!e#∃ek ∃e∋ezz+k= I#%e∃ ∗e#!∀!e# mega:ásá∋a# az á#!a#á∃os 

megoldás.a∃ szere(#õ  ∗  á##a∃:2 meg1a!ároz1a!2= Az  (F.1)  differenciá#egyenlet  

0)0( yy ➹   kezdeti felt∀!e#! k)e#∀g/!õ mego#:ása k∀(#e!szerûe∃ )s ∗e#/r1a!2 az a#á..) 

m2don: 

''

0

)(

1

0 )(
1

'

1

0

1

0

%ttfe
a

eyy
t tt

a

a
t

a

a ➘➘➘ ➴➷ . 

 

2. A MÁSO6REN6Û, LINEÁRIS, ÁLLAN6Ó EGYΘTTΙATÓS 

DIFFERENCIÁLEGYENLET 

  

Á#!a#á∃os a#ak4a 

(F.4)         )(012 tfyayaya ➹➬➬
!!! , 

ahol az  2a , 1a   ∀s  0a   egy+!!1a!2k ∋a#2s számok Εá##a∃:2k−3  f  adott folytonos 

f+ggv∀∃%3  y  az ismeretlen f+gg∋∀∃%  )0( 2 ➮a . C∀#szerû #e1e! az  (1)  egyenletet  ∀ #
)(tfyΤ ❐   alakban fel/r∃)= Ιa  0)( ∃tf ,  akkor az  (1)  egyenlet homogén, ellenkezõ 

esetben inhomogén.  

 

HOMOGÉN EGYENLETE7 

 

 Az  0012 ➹➬➬ yayaya !!!   homog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! m)∃:)g mego#:1a!2= Ιa 

ismert az egyenlet k∀! #)∃eár)sa∃ ∗+gge!#e∃ mego#:ása3 #eg%e∃ek ezek  1y  ∀s  2y ,  akkor 

az egyenlet (ltal(nos megol%(sa 

(F.5)         2211 y∗y∗y ❮❐ , 

ahol  1∗   ∀s  2∗   tetszõ#eges á##a∃:2k= Ez a mego#:ás k∋a:ra!9ra Ε)∃!egrá#ás− ∃∀#k+# 

meghatároz1a!2= 8e#!∀!e#ez1e!õ ,g%a∃)s3 1og% az eg%e∃#e!∃ek ∋a∃  trey ❰   alak9 meg-

oldása3  r  egyelõre )smere!#e∃ á##a∃:2= Ez! .e1e#%e!!es/!∋e az  0012 ➹➬➬ yayaya !!!  

egyenletbe, az 

001
2

2 ➹➬➬ arara  
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karakterisztik∃s egyenlethez jutunk. Legyen ennek a k∀! g%&ke 1r  ∀s 2r .  Ha 21 rr Ï ,  ak-

kor a k∀t lineár)sa∃ ∗+gge!#e∃ mego#:ás 
trtr eyey 21

21 , ÐÐ . Az á#!a#á∃os mego#:ás !e1á! 

(F.6)     
trtr e∗e∗y 21

21 ÑÐ . 

 Az  1y   ∀s  2y   k∀! #)∃eár)sa∃ ∗+gge!#e∃ mego#:ás eg%+!! a :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! 

ala&ren%szere. 

A gy&k&k!õ# ∗+ggõe∃ 1árom ese!e! k+#&∃.&z!e!+∃k meg= 

1. ESET. A gy&k&k k+#&∃.&zõ ∋a#2s számok= Ekkor a :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os 

megoldása   
trtr e∗e∗y 21

21 ÑÐ . 

2. ESET. A k∀! g%&k megeg%ez)k3 azaz  rrr ÒÒ 21 . Ekkor k∀! #)∃eár)sa∃ ∗+gge!#e∃ 

megoldás  trtr teyey ÐÐ 21 , ,  /g% az általá∃os mego#:ás 

(F.7)    )( 2121 t∗∗ete∗e∗y trtrtr ÑÐÑÐ . 

3. ESET. A gy&k&k kom(#e< számok= Ismer! !∀!e#3 1og% ekkor a karak!er)sz!)k,s 

egyenlet k∀! g%&ke eg%más∃ak ko∃4,gá#!4a, azaz  -+ ir ÓÒ1 ,  -+ ir ÔÒ2   alak9= Eb-

ben az esetben is l∀!ez)k a :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e!∃ek ∋a#2s mego#:ása= Igazo#1a!2 ,g%a∃)s3 

hogy az tey t -+ cos1 Ð  ∀s tey t -+ sin2 Ð  lineár)sa∃ ∗+gge!#e∃ mego#:ások3 s /g% az 

á#!a#á∃os mego#:ás 

(F.8)    )sincos(sincos 2121 t∗t∗ete∗te∗y ttt ---- +++ ÑÐÑÐ . 

V∀gere:m∀∃%.e∃ ∗oga#maz1a!,∃k 9g%3 1og% a 1omog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!alá-

nos megoldása az a#a(re∃:szer! a#ko!2 k∀! ∗+gg∋∀∃% 1(y  ∀s )2y   lineár)s kom.)∃á;)2ja.  

 

INHOMOGÉN EGYENLETE7 

 

Az inhomog∀∃ :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os a#ak4a 

 (F.9)          )(012 tfyayaya ÕÖÖ
!!! ,  ∀s  0,0)( 2 ÏÏ atf . 

Ennek az egyenletnek a megoldásá1oz e#õ.. meg ke## o#:a∃) az  

0012 ÕÖÖ yayaya !!!  homog∀∃ eg%e∃#e!e!= Leg%e∃ e∃∃ek az á#!a#á∃os mego#:ása  hy . 

K&∃∃%e∃ .e#á!1a!23 1og% ha  &y  az (F.9)  inhomog∀∃ eg%e∃#e! eg% (ar!)k,#ár)s mego#-

dása, akkor az  (F.9)  á#!a#á∃os mego#:ása 

 (F.10)            &&h yy∗y∗yyy ××Ø×Ø
2211 . 
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Itt tehá! eg% (ar!)k,#ár)s mego#:ás keres∀s∀re ke## ∗or:/!a∃) ∗)g%e#m+∃ke!= Ez #e-

hets∀ges az 9∃= (llan%ók 4ari(l(s(nak m2:szer∀∋e#= E∃∃ek az a #∀∃%ege3 1og% az  

2211 y∗y∗yh ÙÚ   megoldás.a∃ Εa 1omog∀∃ eg%e∃#e! mego#:ásá.a∃− szere(#õ  1∗   ∀s  

2∗  mennyis∀geke! ∃em á##a∃:2∃ak3 1a∃em  t  f+gg∋∀∃y∀∃ek !ek)∃!4+k3 ∀s az /g% ke#et-

kezõ  2211 )()( yt∗yt∗ Û   f+gg∋∀∃%! az  Ε8=Ο−  eg%e∃#e! mego#:ásá∃ak !∀!e#ezz+k ∗e#=  Ez 

alapjá∃3 e#∀g 1ossza:a#mas e#4árássa#3 a  1∗   ∀s  2∗  f+gg∋∀∃%ek meg1a!ároz1at2k= A 

m2:szer elõ∃%e az3 1og% á#!a#á∃osa∃ ∀r∋∀∃%es mego#:2k∀(#e!re ∋eze!= Sokkal egysze-

rû.. az 9∃= &ró+af−gg4ény mó%szer. Ennek az alkalmazása kor#á!ozo!! ,g%a∃3 :e a m) 

feladatainkban szinte mindig haszná#1a!2= A#ka#mazása ∃em )g∀∃%e# k∋a:ra!9rá!3 g%a-

korlatilag (a differenciá#ás! #eszám/!∋a− eg%szerû a#ge.ra) 9!o∃ ;∀#ra ∋eze!= A m2:szer 

akkor alkalmazhat23 1a az  Ε8=Ο−  eg%e∃#e! 4o.. o#:a#á∃ á##2  f  f+gg∋∀∃%  st
m tΛ e)(   ala-

k93 a1o#  )(tΛm  m-edfok9 (o#)∃om3  s  pedig tetszõ#eges ∋al2s ∋ag% kom(#e< szám= A 

tová..)ak.a∃ !e1á! az  

(F.11)       st
m tΛyayaya e)(012 ÜÝÞ

!!!  

differenciá#eg%e∃#e!!e# ∗og#a#koz,∃k= I!! k∀! ese!e! k+#&∃.&z!e!+∃k meg= 

1. ESET. s nem gy&ke a karak!er)sz!)k,s eg%e∃#e!∃ek= E..e∃ az ese!.e∃ az  (F.11)  

inhomog∀∃ eg%e∃#e! eg% (ar!)k,#ár)s mego#:ásá! 

st
m& tΥy e)(Ú  

alakban keress+k3 a1o# )(tΥm  m-edfok9 (o#)∃om= Ez a (r2.a∗+gg∋∀∃%= Ιa (∀#:á,#  

tttf 22 e)13()( ßàá ,  akkor  t
& ∗#t)ty 22 e)( âÙÙÚ ,  ∀s a -2 nem gy&ke az 

001
2

2 ÜÞÞ arara  

karakterisztikus egyenletnek. Az  &y   pr2.a∗+gg∋∀∃%! .e1e#%e!!es/!∋e az  Ε8=ΓΓ−  eg%en-

letbe, azonosságo! ka(,∃k= E..õ# az azo∃osság.2# az  ∗#) ,,   egy+!!1a!2k eg%szerûe∃ 

határoz1a!2k meg= Ezek ismeret∀.e∃ az  &y  f+gg∋∀∃% ∗e#/r1a!23 ∀s /g% az  Ε8=ΓΠ−  

alapjá∃ az  Ε8=ΓΓ−  )∃1omog∀∃ eg%e∃#e! mego#:ása )s=  

2. ESET. s gy&ke a karak!er)sz!)k,s eg%e∃#e!∃ek= Ιa ez a g%&k eg%szeres3 akkor a 

pr2.a∗+gg∋∀∃%  st
m& ttΥy e)(Ú ,  ha k∀!szeres3 akkor st

m& tΥty e)(2Ú .  Egy∀.k∀∃! az  

&y   egy+!!1a!2)! ,g%a∃9g% 1a!ározz,k meg m)∃! az e#õ..) ese!.e∃= 

Nyomat∀kosa∃ ∗e#1/∋4,k a ∗)g%e#me! arra3 1og%  s  komplex szám )s #e1e!3 (l. ha az 

(F.11)  egyenlet jobb oldalán  st  helyett a kitevõ.e∃  ti )( -+ ã   á##= Ekkor a 4o.. o#:a# 

fel/r1a!2 )sin(cose)()( tittΛtf st
m --

ÞÜ alakban. Ha pedig 0ä+ , akkor  )()( tΛtf m
Ú , 
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ill. )sin)(cos()( tittΛtf m -- åæ . A jobb oldalon a komplex t∀∃%ezõ ∃em 4e#e∃! komo-

lyabb neh∀zs∀ge!= 

Gyakori eset, hogy a jobb oldal ttΛm (cos)( , vagy ttΛm (sin)(  alak9= Ekkor  

(is ç . Ha  (i   nem gy&ke a karak!er)sz!)k,s eg%e∃#e!∃ek3 akkor a (r2.a∗+gg∋∀∃%! 

c∀#szerû 

tΥtΥy mm& (( sincos )2()1( åæ  

alakban felvenni. P∀#:á,# 1a  ttttf (sin)2()( 2 èé ,  akkor 

t∗t#t)t∗t#t)y & (( sin)(cos)( )2()2(2)2()1()1(2)1( åååååæ . 

V∀gere:m∀∃%.e∃ a (r2.a∗+gg∋∀∃%! � kiss∀ (o∃!a!#a∃,# ,g%a∃ � a k&∋e!kezõ &k&l-

szabá#%∃ak megfelelõe∃ ∋á#asz!1a!4,k meg5 a pr2.a∗+gg∋∀∃%! o#%a∃ a#ak.an vessz+k 

fel, amilyen alak9 az  )(tf   zavar2 !ag= 

L∀∃%eges #e1e! m∀g az az ese!3 am)kor az  Ε8=ΓΓ−  eg%e∃#e! 4o.. o#:a#a k∀! ∗+gg∋∀∃% 

&sszege3 azaz 

)()(][ 21 tftfyΤ êë . 

Ha az )(][ 1 tfyΤ ë   egyenlet partikulár)s mego#:ása 1&y , ∀s az  )(][ 2 tfyΤ ë   egyenlet∀  

2&y ,  akkor az  )()(][ 21 tftfyΤ êë   egyenlet partikulár)s mego#:ása  21 && yy è . 

A máso:re∃:û :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! � adott feladathoz illeszthetõ � partikulár)s 

megoldásá∃ak k)∋á#asz!ásá1oz k∀! ∗e#!∀!e#! ke## mega:∃)= Ρg%a∃)s az á#!a#á∃os megol-

dás.a∃ k∀! á##a∃:2 ( 1∗   ∀s  2∗ ) szerepel, ∀s ezeke! ke#l meghatároz∃)= Gyakran egy 

adott  0t   ∀r!∀khez tartoz2  )( 0ty  ∀s  )( 0ty!  ∀r!∀ke! a:4,k meg=  Az  0)0( yy æ   ∀s az 

0)0( yy !! æ   felt∀!e#eke! kez:e!) ∗e#!∀!e#ek∃ek ∃e∋ezz+k= 

 

A HARMONIKUS REZGÉSE7 DIFFERENCIÁLEGYENLETE 

 

Az alkalmazások.a∃ jelentõs szere(e ∋a∃ a sza.a: 1armo∃)k,s rezg∀s 

(F.12)        ,02
0

æå ϑϑ (!!    0(   á##a∃:2 

alak9 :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e!∀∃ek= Á#!a#á∃os mego#:ása 

t∗t∗ϑ 0201 sincos (( åæ , 

amely fel/r1a!2 

)sin( 0 &( åæ t)ϑ ,  vagy  )cos( 0 &( åæ t)ϑ  
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alakban is, ahol  )  ∀s &   tetszõ#eges á##a∃:2k= I∃∃e∃ #á!1a!23 1og% ez eg% o#%a∃ csilla&-

5tatlan rezgést /r #e3 me#%∃ek amplit9d24a  ), k&r∗rek∋e∃;)á4a ( , a kezdõ∗áz)s 

(fáz)seltolás− (e:)g  & . Megjegyezz+k3 1og% a rezg∀s):õ3 azaz eg% peri2:,s ):e4e  

(

)2
:ì. ,  az idõeg%s∀g a#a!!) rezg∀sek száma  

)

(

2

1 ì
.

. Ezt szokás rezg∀sszám∃ak ∋ag% 

frekvenciának nevezni. 

Ha a rezgõ mozgás∃á# a g%akor#a!)#ag m)∃:ig fell∀(õ csillap/!ás! is figyelembe vesz-

sz+k3 egy sebess∀gge# ará∃%os !ag ∗ormá4á.a∃3 akkor a mozgás :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e!e 

(F.13)          02 2
0 íîî ϑϑϑ (/!!! ,  0,0 0 ïï (/ . 

Felt∀!e#ez∋e az!3 1og% /( ï0 , akkor az  02 22 ðññ
(/ rr  karakterisztikus egyen-

let gy&ke) 

,, 21 (/(/ irir òòóôòó   22
0 /(( õí , 

/g% a :)∗∗ere∃;)á#eg%e∃#e! á#!a#á∃os mego#:ása5  

),sincos( 21 t∗t∗eϑ t ((/ ö÷ ø 22
0 /(( õí . 

Ez a megoldás )s ∗e#/r1a!2 

)sin()( &(/ ö÷÷ ø t)etϑϑ t ,  vagy  )cos()( &(/ ö÷÷ ø t)etϑϑ t    

alakban, ahol  )  ∀s  &   tetszõ#eges á##a∃:2k= Α)∃! #á!1a!2, exponenciá#)sa∃ csilla&5tott 

rezgésrõl van sz2= 

      Az   

22
0 /(( õí  

&ssze∗+gg∀s.õ# #á!sz)k3 1og%  0(( ù ,  vagyis a s9r#2:2 erõ meg4e#e∃∀se ;s&kke∃!) a 

rezg∀sszámo!3 ennek megfelelõe∃ n&∋e#) a rezg∀s):õ!=  

 K&∃∃%e∃ )gazo#1a!23 1og% a mego#:ás .árme#% k∀! eg%más! k&∋e!õ ma<)m,máΤ

nak, vagy minimumá∃ak 1á∃%a:osa á##a∃:2=  A  Β22 (+ra jel&#∀se)∋e# Ke
ϑ

ϑ .

n

n úúû /

2

 

(á##a∃:2−3  ....,2,1ün   

A csillapodás m∀r!∀ke 4e##emez1e!õ ezzel a K há∃%a:ossa# ∋ag% e∃∃ek #ogar)!m,sáΤ

val, amit logaritmikus dekrementumnak nevez+∃k=  

Ennek a csillap/!o!! rezg∀s∃ek a  k&rfrekvenciá4a3 )##= rezg∀s):e4e 
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Β22 (+ra 

22
0 /(( ýþ ,   ill.  

22
0

2

/(

)ÿ�. .  

Az  (F.12)  ∀s  (F.13) differenciá#egyen-

let t&r!∀∃e#m)#eg a !&meg(o∃! mozgásá∃ak 

mechanikai le/rására ke#e!keze!!3 :e eze∃ 

t9#me∃õe∃ számos a#ka#mazás,k ∋a∃3 eg∀-

szen szerteágaz2 ter+#e!eke∃ � fiziká!2# a 

biol2g)á)g ∀s a k&zgaz:aság!a∃)g=  

/(
✁

0  eset∀∃ a karak!er)sz!)k,s eg%e∃-

let megoldása) ∋a#2s3 ∃ega!/∋ me∃∃%)s∀gek3 

a megoldás (e:)g k∀! #e;se∃gõ e<(o∃e∃;)áΤ

lis f+gg∋∀∃% &sszege #esz= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ϑ 

t 

t1 

t2 

ti t3 

t)eϑ /✂✄  

)(tϑϑ ☎  

ϑ1 

ϑ2 

ϑ3 ϑi 
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F ELÉ7 2: 

AZ ANYAGTÖRVÉNY - KΘLÖNΦÖΒÕ 8ELTÉTELEK MELLETTI - MEGOLDÁSÁNA7 

ÖSSΒE8OGLALÁSA 

 

JELÖLÉSE7: az egyenlet:    $!$#$%"% !!!! ✆✆✝✆ 22: , 

a  0✞t  idõ(o∃!.e#) kez:e!) ∀r!∀kek5 

 ! " ! " ! " ! " ! "0:,0:,0:,0:,0: 00000 %%%%$$$$$$ !!!!!!!! &&&&& . 

 

1. DEFORMÁCIÓVEZÉRLÉS 

1.1. ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓGYORSULÁS 

! " ! " ! " ,,:
2

1
000

2

000 $$$$$$$$$ !!!!!!!!!!! &∗%&∗%∗%& tttttt  

! " ! " ! "
∀ #☛ ☞

! "
! " ! "

∀ #☛ ☞
! "

∀ #
.22222222

e22222

2

000000

1

0000

t:t:::::

:::t
t

$$"#$$"#"!$"#$

$"#"!$"#$%% "

!!!!!!!!

!!! ✌✍✌✌✍✍✌✍✌✌ ✌✍✍✌✍✌✍✎ ✏
 

Speciá#)s ese!: felterhel∀s5  ,0,0 00
✎✎ $$ !   ! " ! "

0

2
0

2
,

2

1

$

$
$$$

!!
!! &∗& ttt : 

! " ! "
∀ #

! " ! "
∀ #

! " ,2222e22
2

000

1

00 t:t:::t
t

$$"#$"#"!$"#"!%% " !!!!!!!! %'%''%'''&
'

 

! " ! "
∀ #

! " ! "
∀ #
! " .2222

22e22

0

0

21

00
0

$$$"#

$"#"!$"#"!%$%
$

$

"

::

::

%'%

%''%'''&
'

!!

!!!!
!!

 

1.2. ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓSEΦESSÉG
✖

 8ELTERΙELÉS 

                  [ ,0,0 00 && $$ !!  ! " ! "
0

0 ,
$

$
$$$

!
! &∗& ttt ] 

! " ! "
∀ #

! " ,222e22 00

1

00 t:::t
t

$$"#$"#%% " !!! %'%''&
'

 

! " ! "
∀ #

! " .222e22 0

1

00
0 $$"#$"#%$% $

$

" ::: %'%''&
'

!!
!

 

1.3.  ÁLLANDÓ 6E8ORΑÁCIÓ (RELAXÁCIÓ)   [ ∀∀ 00 00 && $$ !!!  ! " 0$$ &t ] 

! " ! " ! " ,e2e2

1

00

1

00 )✢)✢ ✌✍✎✌✍✎ %%%$$%% ""
tt

::t     ahol 02 $% :✎) . 
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1.4.  PERIODIKUS DEFORMÁCIÓ [ ! " ! "0amplit9:2k&ze(es sin &($$$ %∗%& tt ] 

! " ! "
∀ #

! ",sin2

esin2

0amplit9:2k&ze(es

1

0amplit9:2k&ze(es0

&&(0$$

&&0$$%% "

%%%%

%%''&
'

t:

:t
t

 

ahol 

! " ! "

.0eset∀∃022,02∀s

22

22
tgarc,

1

42
22

2

22

2222

)&"#

!(#"(

!"("#(
&

("

(#!(
0 ✧★✩✪✫ ✪✬ ✬✪✭✬ ✬✪✭

::

:

::
 

 

2. FESZΘLTSÉGVEΒÉRLÉS 

 

2.1.  ÁLLANDÓ FESZΘLTSÉGGYORSULÁS 

! " ! " ,:
2

1
00

2

000 ttttt ∗%&∗%∗%& %%%%%%% !!!!!!!  

! " ∀ # ),()()(e t,tc∗tsSt
t ✱∗✱∗✳ ✴ !#$   ahol 

! "

! "
∀f

:

è:çç:t
f

:

ç:t
f

:
,0t1

∀f
:

çè:
f

:

ç
f

:
å∗

∀f
è:

çè:ç
f

è:

è:ç
f

è:

ç
åå

è

ç
S

f

f

f
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∀s m)∃:1árom ág.a∃ ∀r∋∀∃%esek a k&∋e!kezõ &ssze∗+gg∀sek5 

0)0(,1)0(,1)0(,0)0(,
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ccs !!!!!
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.,,0 02010 %%" !!!! &&& fff    ! "
0
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!!
&t  -ot ! "t$ -be helyettes/!∋e ! "%$  kaphat2 meg= 

2.2.  ÁLLANDÓ 8ESΒΘLTSÉGSEΦESSÉG
❫

 8ELTERΙELÉS 

                 [ ∀∀ 00 00 && %% !!   ! " tt ∗& 0%% ! ] 

0,, 20100 &&& fff %%" !! .   ! "
0%

%
%

!
&t  -ot ! "t$ -be helyettes/!∋e ! "%$  kaphat2 meg= 

2.3.  ÁLLANDÓ FESZΘLTSÉG (KΣSΒÁS)  [ 0,0 00 && %% !!! ,  ! " 0%% &t  ] 

.0,0, 2100 &&& fff %  

 

2.4.  PERIODIKUS FESZΘLTSÉGVEZÉRLÉS
10

 [ ! " ! "0amplit9:2k&ze(es sin &(%%% %∗%& tt ] 

! " ∀ # ! ",sin
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)()(e 0amplit9:2
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ahol )(ts  ∀s )(tc  a fenti 2.1 pontbeliek, 0 ∀s &  a fenti 1.4 pontbeliek, ∀s 
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 Az  ,0❹#  !( /2:❭   speciá#)s ese!e! Ε�rezo∃a∃;)a-katasztr2∗a�− )!! ∃em !árg%a#4,k= 
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JELÖ ÉSEK JEGYZÉKE 

 

A - alakváltozási tenzor (másodrendû szimmetrikus)! 
D - deformá∀i#tenzor (másodrendû szimmetrikus)!  
E -  deformá∀i#s de∃iátortenzor! 
e - a belsõenergia-sûrûs%&e (fajlagos belsõ ener&ia) 
E - rugalmassá&i (YOUNG-f%le) modulus! 
Eo - deformá∀i#s &∋m(tenzor! 
!o -  átla&os (∃a&) k∋ze∗es) de+ormá∀i#! 

m
!  - marad#! ∃a&) irre∃erzi(ilis de+ormá∀i#! 

plast
! - plasztikus (v. k%∗l%ken) de+ormá∀i#)! 

rev
! - reverzibilis (v. rugalmas egyens,l)i) de+ormá∀i#! 
" - viszkozitási e&)−tt.at#! 
F - fesz−lts%&tenzor (másodrendû! szimmetrikus) lokális le/rás(an! az im∗ulzus 

kondukt/∃ áramsûrûs%&e (idõe&)s%& alatt e&)s%&n)i +el−leten kondukt/∃e � 
diff,z ,ton � átáraml# im∗ulzus menn)is%&e)! 

! - rugalmas deformá∀i#s munka! a de+ormá∀i#s munka ∗oten∀iálos (reverzibilis) 

r%sze!  
!� - rugalmas torzulási de+ormá∀i#s munka! 
!o - rugalmas t%r+o&at∃áltozási de+ormá∀i#s munka! 
# - k%∗l%ken)s%&i +−&&∃%n) (#  = 0 k%∗l%ken)s%&i .atár+elt%tel)! 
G - cs,sztat# (torzulási) ru&almassá&i modulus! 
K - kompresszibilitási (t%r+o&at∃áltozási) modulus! 
L - impulzusvezet%si tenzor (negyedrendû! szimmetrikus! ∗ozit/∃ de+init)! 
L  - disszipá∀i#s munka!  a de+ormá∀i#s munka irre∃erzi(ilis r%szre! 
L�  - torzulási disszi∗á∀i#s munka! 
Lo  - t%r+o&at∃áltozási disszi∗á∀i#s munka! 
m - POISSON-f%le szám! 
P - deformá∀i#s tel1es/tm%ny (t%r+o&ate&)s%&re jut#)! 
" - HEAVISIDE-f%le e&)s%&u&rás-f−&&∃%n)! 
$ -  t∋me&sûrûs%&  
s - fajlagos (t∋me&e&)s%&re 1ut#) entr#∗ia!  
s~  - egyens,l)i +a1la&os entr#∗ia (+a1la&os entr#∗ia e&)ens,l) eset%n)! 
%o - átla&os (∃a&) k∋ze∗es) +esz−lts%&!  
T - fesz−lts%&i de∃iátortenzor! 
To - fesz−lts%&i &∋m(tenzor! 
T - hõm%rs%klet #K-ben, 
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 t - idõ! 
& - relaxá∀i#s idõ! 
W - deformá∀i#s munka (t%r+o&ate&)s%&re 1ut#)! 
W� - torzulási deformá∀i#s munka, 

Wo - t%r+o&at∃áltozási deformá∀i#s munka, 

î - belsõ dinamikai ∃áltoz# (szimmetrikus másodrendû tenzor)! az egyens,l)t#l 
val# elt%r%s ki+e1ezõ1e2 

 

A MECHANIKAI JELLEMZÕK ÖSSZE34GGÉSE 

 

 A feszültségállapotot reprezentál# fesz−lts%&tenzor (der%ksz∋&û! e&)enes∃onal, 
koordináta-rendszerben): ❺ ❻❺ ❻ ,

z,y,xj

z,y,x!!j

zzyzx

yzyyx

xzxyx ❼❼❽❽ %

%&&

&%&

&&%

F  ahol ❾ ❿ ,j!,j!!j ➀➁ %%     T
FF ➂ . 

 A fesz−lts%&tenzor a me∀.anikai im∗ulzus (mv) kondukt/∃ áramsûrûs%&e (a 
fel−lete&)s%&en! idõe&)s%& alatt át+ol)# menn)is%&e)2 6 +esz−lts%&tenzort a sebess%&t%r 
inhomogenitása (sebess%&&radiens) határozza  meg, %s ezt ./∃1uk mechanikai 

a∀yagt#rvé∀y∀e∃.  

 A %eformá&!∋s állapotot reprezentál# de+ormá∀i#tenzor7 ➃ ➄➃ ➄ ,

z,y,xj

z,y,x!!j

zzyzx

yzyyx

xzxyx ➅➅➆➆ !

!''

'!'

''!

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

D  ahol ➇ ➈ ,j!,j!!j ➀➁ !!     T
DD ➂ . 

 

 Az alakváltozási tenzor7 

IDA ➉➊ . 

 Minden tenzor felbonthat# e&) ,n2 %ev!átorte∀zor %s e&) !zotr∋p (vagy g#m(-) tenzor 

∋ssze&ek%nt. A fesz−lts%&tenzor %s a de+ormá∀i#tenzor de∃iátora a torzulási álla∗ot egy 

k∋zel/t%s%t reprezentál1a! a &∋m(tenzora pedig a t%r+o&at∃áltozás k∋zel/t%s%t: ➋ ➌ ➋ ➌ ➋ ➌ ➍ ➎ ➏ ➐➐➑➑➒➑➐➑➓➐
,, !zyx o3

1
3
1

3
1

o3
1

3
1 trtrtr

o

%%%%%FTTIFIFFF

TT

!"!#$!"!#$
 

ahol o%  az átla&os! ∃a&) k∋ze∗es +õ+esz−lts%&! s /&) a torzulási +esz−lts%&tenzor (∃a&) 

fesz−lts%&i de∃iátortenzor)7 ➔ →➔ → ➔ →➔ → ,s

z,y,xj

z,y,x!!j

z,y,xj

z,y,x!!j

zzyzx

yzyyx

xzxyx ➣➣➣➣ ↔↕↔↕↕↕↔ o

o

o

o

%%

%%&&

&%%&

&&%%

T  

a t%r+o&at∃áltozási +esz−lts%&tenzor (∃a&) +esz−lts%&i &∋m(tenzor)7 
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A deformá∀i#mezõre .asonl#k%∗∗en7 ➛ ➜ ➛ ➜ ➝ ➞ ➟ ➠➠➡➡➢➡➠➡➤➠
,, !zyx o3

1
3
1

3
1

o3
1

3
1 trtrtr

o

!!!!!➥➥ "#$!"!#$
 

ahol o!  az átla&os! ∃a&) k∋ze∗es +õde+ormá∀i#! s /&) a torzulási de+ormá∀i#tenzor (∃a&) 

deformá∀i#s de∃iátortenzor)7 ➦ ➧➦ ➧ ➦ ➧➦ ➧ ,e

z,y,xj

z,y,x!!j

z,y,xj

z,y,x!!j

zzyzx

yzyyx

xzxyx ➨➨➨➨ ➩➫➩➫➫➫➩ o

o2
1

2
1

2
1

o2
1

2
1

2
1

o

%!

%!''

'%!'

''%!

 

a t%r+o&at∃áltozási de+ormá∀i#tenzor (∃a&y deformá∀i#s &∋m(tenzor)7 

)

100

010

001

00

00

00

oo

o

o

o

o !!

!

!

! ➭➭➭
 

 Kontinuumok anyagt∋r∃%n)e ennek me&+elelõen t∋(( +ormá(an is +el/r.at#7 

- egyetlen egyenletbe ∋ssze+o&∃a7 ➯ ➲ ➳ ➵ ➯ ➲
,z,y,xj,!,!j!j!j ➸➸➸ !%%  

- k%t e&)enletre (ont∃a7 ➺ ➻ ➼ ➽➺ ➻ ➺ ➻ ➺ ➻
)z,y,xj,!

,,

,ess,

ooo

!j!j!j ➾➚➪ ➶ ➾➾ ➾➾
!%%ooo

.
1
 

A t%r+o&ate&)s%&re 1ut# ala∃változás! teljes∗tmé∀y: ➹➘➘ %&WP , amely az  

szimmetriá1a +ol)tán  ➴ ➷ ➴ ➷➴ ➷ ➬ ➮
,

,

WP

−

.−

D:FAA:Fvv:Fv:F

vv:Fv:F

&&%%%

%%%& ➱➱✃❐✃➱✃➱ ➱✃❐✃➱✃➱➱ ❒ 1

2
1

 

ahol ❮ ❰ 11 ÏÏ ÐÑÑ IDDAA:D &&&,
, s innen a deviatorikus felbontásnak me&+elelõen Ò Ó

ooo
11

o
1

E:TE:TAAAA:TTAA:F
&&&&& ,,

P % ÔÕÔÔÕÕ ÖÖÖ , 

ahol 
Ò Ó Ò Ó

o
1

o
1

o
11

o ][][ ÖÖÖÖ ÔÕÕÔÕÕÔÕ IDDAA:EIDDAA:EEED &&&&&&&&& ,
,

,
,

,,,
%% . 

 Ennek megfelelõen a teljes/tm%n) k%t r%szre (ont.at#! a de∃iátoros %s &∋m(i ta&ok 
szorzatá(#l alkotott r%szekre: 

                                                 
1
 Nem /rtuk ki k−l∋n ∃áltoz#k%nt a tenzorok idõderi∃ált1ait2 Le.et! .o&) .el)ese(( lenne az  

0D,D,D,FF,f Ñ&&&& ,,,
  !  ×Ø×Ù Ú ÑÑ

)
,,,
,

,,,/

0E,E,E,T,Tf

0E,E,E,TT,f

oooooo
&&&&

&&&&
forma. 
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oooo :
&& ,

P,
,

P,PPP
// ÛÛÜÛ , 

s ezeket az irodalomban meghonosodott sz#.asználattal a P
�
-t torzulás!, vagy 

ala∃torzulás! teljes/tm%n)nek, a Po-t pedig térfogat!, vagy térfogatváltozás! 

teljes/tm%n)nek ./∃1ák22 

 A t%r+o&ate&)s%&re 1ut# ala∃változás! mu∀∃a mindezek alapján ÝÝÝÝÝÝ ÜÛÜÛÛÛÛÛ
ooo

,
%

,
%WW

,
%%t

,
%tWP%tW

/&& . 

 A fesz−lts%&tenzort szokás +el(ontani re∃erzi(ilis %s irre∃erzi(ilis r%szre7 

 !rrevrev Þß , 

s ennek megfelelõen l%tez.et re∃erzi(ilis %s irre∃erzi(ilis munka is23  

 A reverzibilis r%sz a (e+ektetett munkának az a r%sze! amel) ∃esztes%& n%lk−l ∃issza 
nyerhetõ! nem .oz l%tre entr#∗ian∋∃eked%st! ∃a&)is az entr#∗ia∗roduk∀i#1a z%rus7 

0à
s% , illetve k∋rfolyamat eset%n7 0àá

%s . A  áà!
,

%rev  

rugalmas %eformá&!∋s mu∀∃á∀a∃ (potenciálos munkának, rugalmas energiának) 

nevezz−k 

 Az irreverzibilis r%sz a (e+ektetett munkának az a r%sze! amel) disszi∗ál#dik (.õ∃% 
alakul, sz%tsz#r#dik), amely az entr#∗ia s∗ontán n∋∃eked%s%t okozza7 04s% , illetve 

k∋r+ol)amat eset%n7 043 %s . Mindez%rt az   

3&
~

%!rrev
L  

%!ssz!pá&!∋s mu∀∃á∀a∃ (disszipá∀i#s ener&iának) nevezz−k2 Term%szetesen a de∃iátoros 

felbontásnak me&+elelõen7 o
'

o
'

LLL ((!(!&(&(!& âWWW ,  

3&!
,

%/ rev  � rugalmas torzulási munkának! 

3&! ooo
,

%rev  � rugalmas t%r+o&ati munkának! 

3&
~

' %!rrev
L  � torzulási disszipá∀i#s munkának! 

o
oo

~
3& %!rrev

L  � t%r+o&ati disszipá∀i#s munkának2 

                                                 
2
 Erre szokás azt mondani! .o&) semmi sem az mint aminek ./∃1ák2 K∋ztudott! .o&) a +ajlagos 

t%r+o&at∃áltozást nem a ã  deformá∀i#tenzor  tr( ã ) nyoma (Spur, trace) fejezi ki, hanem a det( ã ) 

determinánsa2  
3
 Itt rá kell mutatni (izon)os +%lre%rt%sek +orrására2 6 re∃erzi(ilis +ol)amat mindi& ru&almas 

álla∗ot∃áltozások sorozatát takar1a2 6zon(an a rugalmas álla∗ot∃áltozások általá(an nem re∃erzi(ilisek2 
Vagyis azt kell mondanunk, hogy a rugalmas alakváltozások tartomán)a irre∃erzi(ilis álla∗ot∃áltozásokat 
fog ∋ssze! de ∃an e&) .atára! amel) re∃erzi(ilis2 Ezen a .átáron k/∃−l - nincsenek fizikailag 

megengedhetõ álla∗otok! ∃a&) +ol)amatok2 6 re∃erzi(ilis álla∗ot∃áltozást mindi& e&)ens,l)i álla∗otok 
sorozata adja. Ennek a ford/tott1a azon(an nem i&az2 8l2 kialakult k%∗l%ken) álla∗ot le.et e&)ens,l)i! .a a 
mozgások elen)%sztek, de semmik%∗∗ nem le.et reverzibilis, mert a marad# de+ormá∀i#k már általá(an 
vissza nem alak/t.at#k2 
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SZARKA ZOLT9N :;. (1927) okl. mérnök (1957)! 1957-tõ& a Ne3ézipari Mûszaki E/+etem � ma 

Miskolci Egyetem � Matematikai Tanszékének oktat−(a! 196#-

tõ& e/+etemi do,ens, köz∗en két idõszak∗an tanszék)ezetõ, 
1991-tõ& n+u/d1(as, de oktat−i munk∀(∀t ∃776-ig folytatta. 

Szakter%&ete a kie/+en&1tõsz∀m1t∀s, de 56 é)i egyetemi munk∀(a 
sor∀n a matematika sz∀mos ter%&etét (ana&1zis, par,i∀&is di55eren-

ci∀&egyenletek, val−sz1nûsé/sz∀mit∀s, komplex f%//)én+tan, 
stb.) mû)e&te!  

Sz∀mos hazai és k%&5ö&di e&õad∀sa me&&ett 46 szak,ikke és <2 

kön+)e és e/+etemi (e/+zete jelent meg, rész∗en t∀rsszerzõkke&!  

3529 Miskolc, Csabai kapu 34. Telefon: (46) 362 905, 

mateva@gold.uni-miskolc.hu 

 

 
 

F=?≅Β TAM9Χ DR. (1967). okl. fizikus (ELTE, 1991), egyetemi doktor (ELTE, 1996), PhD.  

(University of Tokyo, Jap∀n, ∃776)! 1999-ig az ELTE Elmé&eti 
Fizika Tanszéken oktat 5izika és matematika t∀r/+akat, az 

1997-99 és ∃77∃-06 é)ek∗en Jap∀nban kutat, 2006-2007 között 
pedig Csehorsz∀/∗an! Je&en&e/ a MONTAVID TERMODINAMIKAI 

KUTATΕCSOPORTBAN dolgozik. Fõ kutat∀si tém∀(a ∃77#-ig a 

hat∀rfeltéte&ek 5izikai szerepe és a&ka&maz∀sai a kvantum-

mechanik∀∗an, (e&en&e/ a kontinuumfizika (reol−/ia, a téridõ 
szerepe, elemkapcsol∀sok, st∗!)!  

Eddig 20 szakcikke jelent meg.  

2120 Dunakeszi, Iskola u. 5. Tel: (1)-215-8463, 

tamas.fulop@gmail.com. 
 

mailto:asszonyi@gmail.com
mailto:mateva@gold.uni-miskolc.hu
mailto:tamas.fulop@gmail.com.
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HORV

9
8Φ RΕΓE;8 :;. (1948) okl. gépészmérnök (NME, 1971), okl. matematikus (JATE, 1978), 

a mûszaki tud. kandid∀tusa (196#), PhD (ME, 2000). 1972 −ta do&/ozik a DE AMTC Mûszaki 
Kar∀n, i&&! (o/e&õd intézmén+ei∗en, (e&en&e/ a Kar Körn+ezet- és Ηe/+észmérnöki 8anszékének 
tanszék)ezetõ 5õisko&ai tan∀ra! 199∃-1995 között a Ιépészeti 
Intézet igazgat−(a, 1995-1997 között a Kar tudom∀n+os 
fõi/az/at−-helyettese, 1997-2003 között két ,ik&us∗an a Kar 
fõi/az/at−(a )o&t! 4 körn+ezetmérnöki a&apszak szak5e&e&õse, 
körn+ezetvéde&mi szakértõ! ϑrdek&õdési ter%&ete az irre)erzi∗i&is 
termodinamika és a kontinuumme,3anika e&mé&eti és /+akor&ati 
kérdései, az an+a/ok reo&−/iai tu&a(dons∀/ainak a vizsg∀&ata, és 
alkalmaz∀suk a körn+ezet)éde&em∗en. Eddig 5 kön+), 4 

jegyzet, és 23 szakcikk szerzõ(e szerzõ(e, i&&! t∀rsszerzõ(e, és ∃# 
hazai és k%&5ö&di kon5erencia elõad−(a )o&t! 

4034 Debrecen, Fé&e/+3∀zi u! ∃∃! 8e&e5on∋ (30) 349 2021, 

horvath@mfk.unideb.hu 
 

 

 

 
 

 
V9N Pϑ8E; DR. (1964). okl. fizikus (ELTE, 1990), egyetemi doktor (BME, 1994), PhD (BME, 

2002). 2005-ig a BME Kémiai Fizika Tanszékének munkat∀rsa! Jelenleg a KFKI, RMKI 

Elmé&eti .õoszt∀&+∀n és a BME Energetikai Gépek és ;endszerek 8anszékén do&/ozik! 
Az ELFT Termodinamikai Szakcsoportj∀nak e&nöke! 8ö∗∗ 1z∗en do&/ozott k%&5ö&dön, 

Olaszorsz∀/∗an, Németorsz∀/∗an és ϑsztorsz∀/∗an! Kutat∀si 
ter%&ete a neme/+ens0&+i termodinamika mint ∀&ta&∀nos 
fizikai keretelmé&et, ennek a&ap(ai,i&&et)e k%&ön5é&e 
alkalmaz∀sai! 4z a&apkérdések köz%& a neme/+ens0&+i 
termodinamika vari∀,i−s e&)ei)e& és /+en/én nem&ok∀&is 
kiterjesztésé)e&, az an+a/i o∗(ekti)it∀s e&)é)e& és a re&ati-
visztikus disszipat1) 5o&+adékok e&méleteivel foglalkozott. 

ϑrdek&õdési ter%&eté3ez tartozik ezen k1)%& a k∀rosod∀s 
mechanika és a reo&−/ia! 

Eddig mintegy 70 szakcikke és e/+ kön+)e (e&ent me/! 
1012 Budapest, Lovas utca 18. Telefon: 2145243, (70) 332 2831, 

vpet@rmki.kfki.hu 
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LEKTOROK 
 

 

 

 

 

Bϑ:4 GYULA DR. (1931) okl. gépészmérnök (NME, 195<), a mûszaki tudom∀n+ kandid∀tusa 
(1961), a mûszaki tudom∀n+ doktora (196<). 1953-56 aspir∀ns, 
1956-61 egyetemi adjunktus, 1961-67 egyetemi docens az NME 

Mechanikai Tanszékén, majd a BME Gépészmérnöki Kar 
Mûszaki Me,3anikai 8anszékén, a3o& 1966-2001 egyetemi 

tan∀r, 19#7-1995 között tanszék)ezetõ )o&t! ∃771-tõ& 
professzor emeritus. Fõ kutat∀si tém∀i∋  kontinuummechani-

ka, az anyagtör)én+ e&mé&eti és k1sér&eti )izsg∀&ata, a 
szil∀rd test∗en ke&tett 3u&&∀mok, kép&éken+sé/tan, ∗io-

mechanika a mechanika ∀&ta&∀nos e/+en&etei!  
Kutat∀si eredmén+ei∗õ& 5 szakkön+), 17 (e/+zet, és tö∗∗ 
mint 80 publik∀,i− (e&ent me/! 
1530 Budapest, Pf. 18. Telefon:  (1) 463 1369, 

 beda@mm.bme.hu 

 

 

 

 
MATOLCSI TAM9Χ DR. (1941) 1969-ben vé/zett az E?8E 5izikus szak∀n, a matematikai tud! 
kandid∀tusa (19#6)! 1969-tõ& 19#<-ig az MTA 

Sz∀m1t∀ste,3nikai Központ(∀nak tudom∀n+os se/éd-

munkat∀rsa, 19#<-t−l 1975-ig a szegedi J−zse5 4tti&a 
Tudom∀n+e/+etem Γo&+ai Κntézeté∗en tudom∀n+os munkat∀rs! 
1975-tõ& az E?8E 88K 4&ka&mazott 4na&1zis tanszékének 
oktat−(a, 1961-tõ& do,ensként! ∃775-ben nyugd1(∗a )onu&t! 
Tudom∀n+os munk∀ss∀/∀t a matematikai 5izika ter%&etén 5e(ti 
ki. Sz∀mos 3azai és nemzetközi kon5eren,i∀n szerepe&t 
elõad−ként!  

Hét e/+etemi (e/+zetet 1rt, 3uszon3∀rom tudom∀n+os ,ikket és 
né/+ an/o& n+e&)û kön+)et publik∀&t!  

2071 P∀t+, 8ö&/+5a ut,a 14! 8e&e5on∋ (∃<) <4< 74<, (20) 5444 

086,   matolcsi@ludens.elte.hu 

mailto:beda@mm.bme.hu
mailto:matolcsi@ludens.elte.hu

